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Vorrede zur zweiten Auflage. 



Obschon der Grundgedanke und die Ideen , welche mich bei der er- 
sten Ausarbeitung meiner algebraischen Analysis leiteten, dieselben ge- 
blieben sind, so kann ich diese neue Auflage doch als ein fast neues Werk 
bezeichnen. Nur die Anordnung des Materiales ist, in Wesentlichen 
unverändert, beibehalten, die Ausführung des Einzelnen dagegen bat sehr 
bedeutende Umgestaltungen erfahren , da es mir tu den meisten Partieen 
glückte, theils streugere, tbeils kürzere oder elegantere Darstellungen zu 
finden. Diesen allgemeinen Bemerkungen erlaube ich mir noch eine de* 
taillirlere Exposition folgen zu lassen , die zur richtigeren Beurtheiluog 
meiner Arbeit vielleicht nicht überflüssig sein dürfte. 
^ Die ersten sieben Capitel enthalten die allgemeinen Tbeorieen , mit- 
, telst deren die nachberige Aufgabe einer speziellen Theorie der fünf ein- 
o fachen Funktionen (Potenz, Exponenzialgröfse, Loga rill) »ins, trigonome- 
trische und cyklometrische Funktionen) gelöst wird. Schon frühzeitig er- 
scheinen hier (in §.8., dessen Inhalt wohl überhaupt neu sein dürfte) die 
^natürliche Exponenzialgröfse und der natürliche Logarithmus als 
c werthe der Potenz , und zwar bedarf es zu dieser Entwicklung nur 
geringer Mittel, nämlich der Summenformel für die geometrische Progres- 
sion. An diese Lehre von den Gränzwertben der Funktionen scbliefsen 
sich die Betrachtungen über die Gontinuität und Discontinuital, sowie über 
die Quadratur der Funktionen. Dtefs letztere ist freilich ein Stück Inte- 
gralrechnung, ich fürchte aber nicht, dafs man mir einen Vorwurf über 
die Aufnahme dieses Capttels machen werde. Schon in der Stereometrie 
läfst sich der Gebrauch solcher Betrachtungen nicht umgeben , noch häu- 
tiger machen sie sich bei der elementaren Behandlung der Mechanik nö- 
thig, es ist daher nichts natürlicher, als dafs man das nun einmal Unver- 
mit einer hinreichenden Vollständigkeit und in möglichst syste- 
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IV Vorrede zur zweiten Auflage. 

matischer Form bearbeitet und zu einem Algorithmus erhebt. Pädagogisch 
bat die Sache gar keine Schwierigkeiten, und ich kann aus der Erfahrung 
mit einer stark besetzten Classe versichern, dafs die Schüler gerade für 
diese unmittelbar in die Praxis eingreifenden Betrachtungen eine besondere 
Vorliebe bekamen und den Algorithmus mit Leichtigkeit handhabten. Auch 
ist es späterhin beim Vortrage der Integralrechnung sehr angenehm, diese 
Vorstudien gehabt zu haben, deren geometrische Durchsichtigkeit die beste 
Illustration für die Abstraktionen der Integralrechnung liefert. — We- 
sentliche Zusätze hat die Lehre von den unendlichen Reihen erhalten na- 
mentlich in den §§.32, 33, 35 und 36. 

Die fünf folgenden Gapitel beschäftigen sich ausschliefsiich mit der 
Verwandlung der einfachen Funktionen in Potenzenreihen und bilden so- 
mit ein abgeschlossenes Ganzes. Hier ist der Algorithmus der Quadratur 
der Funktionen von grofser Brauchbarkeit; er führt mit Kürze und Ele- 
ganz zu den trigonometrischen und cyklometrischen Reihen (§§. 45 , 48 
and 49). Die Vergleichung zwischen den Exponenzial- nnd trigonome- 
trischen Reihen leitet am Schlüsse dieses Capitels (§. 50.) von selbst auf 
die imaginären Zahlen , und ich habe mich bemüht , die Bedeutung dersel- 
ben rein mathematisch und ohne philosophische Tiefe zur Klarheit zu brin- 
gen. Naturgemäfs schliefst sich hieran die Untersuchung über die Funk- 
tionen complexer Variabelen ; hoffentlich wird man darin (Gapitel XIII, 
XIV und XV) das Streben nach möglichster Schärfe der Begriffe nicht 
verkennen. 

Nach diesen Erörterungen tritt die Combination zwischen den Reihen 
und den complexen Zahlen ein, und es erhalten dadurch die früheren Rei- 
benformeln ihre Erweiterung auf complexe Variabele (Cap. XVI). Bei 
dieser Gelegenheit finden sich auch die endlichen Produkte für die gonio- 
me tri sehen Funktionen; die Möglichkeit, diese Produkte ins Unendliche 
fortzusetzen , weist auf das ßedürfnifs hin , unendliche Produkte zu unter- 
suchen, was in Cap. XVII geschieht, worauf in Cap. XVlll alle diejeni- 
gen Beziehungen erörtert werden , welche aus den unendlichen Produkten 
des vorigen Capitels entspringen, sobald man dieselben wieder in Reihen 
umsetzt. 

Die beiden letzten Capitel sind den Kettenbrüchen gewidmet und un- 
terscheiden sich von ihrer ersten Bearbeitung hauptsächlich durch die Un- 
tersuchungen des §. 80., welche manches Ungenügende der ersten Auflage 
verbessert ersetzen. 

Was nun die algebraische Analysis im Ganzen , so wie ich sie hier 
gebe , rücksichtlich ihrer Stellung zur Wissenschaft überhaupt betrifft , so 
bin ich bescheiden genug, ihr keinen besonders hohen wissenschaftlichen 
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Vorrede zur zweiten Auflage. V 

Werth zuzuschreiben, wohl aber einen didaktischen und, sit venia 
einen ästhetischen. Streng wissenschaftlich betrachtet, kann oder mufs 
man auf die Elementarmathematik unmittelbar die Difierenzialrechnung fol- 
gen lassen ; man braucht nicht einmal den binomischen Satz für ganze po- 
sitive Exponenten, da die Differenziationen der Potenz, des Logarithmus 
und der Exponenzialgröfee mittelst der Sumnenformel für die geometrische 
Progression ausführbar sind (§. 8.). Ist man aber auf diesem Wege bis 
zu dem Theoreme von Mac Laurin gelangt, so entsteht die grofse Un- 
bequemlichkeit einer wahren Aufthürmung von Digressionen und Excursen 
aller Art (Convergenz der Reihen, Theorie der complexen Funktionen 
u. s. w.) , bei denen der Anfänger die Übersicht über die Differenzialrech- 
nung fast verliert; es ist daher pädagogisch jedenfalls angemessen, diese 
von der Difierenzialrechnung unabhängig darstellbaren Partieen als eine 
Einleitung in die höhere Analysis vorauszuschicken. Neben dieser didak- 
tischen Berechtigung der algebraischen Analysis habe ich die ästhetische 
genannt, in so fern es nicht unangenehm ist, ein bestimmt abgegrenztes 
Gebiet der Wissenschaft mit Sorgfalt zu bearbeiten und ihm, unbeküm- 
mert um die draufsen liegende Unendlichkeit , eine gewisse Abrundung zu 
verleihen. 

Schliefslich bleibt mir die angenehme Pflicht, denjenigen Gelehrten, 
welche mich mit gehallreichen Bemerkungen über die erste Auflage dieses 
Werkes erfreuten, meinen Dank abzustatten; es sind die Herren D ro- 
bisch, Möbius, Arudt, Wiltstein, Malmslcn und Björling, 
durch deren Güte verschiedene nicht unwichtige Verbesserungen möglich 
waren. 

Dresden, am Pfingstfeste 1851. 

Schlömilch. 
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Einleitung. 



Jede Arithmetik , welchen Namen sie auch führen möge, beschäftigt 
sich lediglich mit Zahlen, und es ist jede Rechnung nichts Anderes als 
ein nach einer vorgeschriebenen Weise ausgeführter Übergang von einer 
Stelle der Zahlenreihe zur andern , wobei es gleichgültig bleibt , ob man 
sich die Zahlen als spezielle denken will, wie bei den bürgerlichen Rech- 
nungen, oder als allgemeine und willkührliche, wie sie in der Buchstaben- 
rechnung vorkommen. So hat es denn auch die algebraische Analysis 
oder allgemeine Arithmetik, wie man sie öfters nennt, nur mit Zahlen zu 
thun — in welcher Weise aber diefs geschieht und welche Stellung die 
algebraische Analysis der Buchstabenrechnung gegenüber einnimmt, das 
läfst sich nur erkennen, wenn man vorher über die Leistungen der nie- 
deren Arithmetik vollständig orientirt ist. Wir geben daher zunächst 
einen Überblick über den Gedankengang und die Resultate des obenge- 
nannten Theiles der Mathematik. 

Nichts ist einfacher als die Entstehung der Zahl. Wer eine Vielheit 
von Dingen irgend welcher Art vor sich sieht, bat zunächst nur den un- 
bestimmten Begriff einer gewissen Menge, Bestimmtheit aber erhält dieser 
Begriff erst dann, wenn jener ungeordnete Haufe aufgeräumt wird und 
die einzelneu Dinge in eine Reihe gestellt sind. Es erhält nämlich bei 
dieser Anordnung jeder Gegenstand seinen bestimmten Platz, und die Vor- 
stellung dieser Stelle, welche das entsprechende Ding in der angenomme- 
nen Reihenfolge einnimmt, ist eben die Zahl. So entsteht zunächst die 
natürliche Zahlenreihe (1, 2, 3 etc.), und diese bildet vor der Hand das 
einzige Material der Arithmetik. 

Als Grundlage für jedwedes Rechnen dient der Übergang von einer 
Zahl zu ihrer Nachbarin , eine Operation , welche man passend mit einem 
Schritte vergleichen kann. Geht man nun von einer Zahl a aus um so 

Scblömilch Annlyti« I. zweite Aull. | 
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'2 Einteilung. 

viel Schritte weiter, als eine andere Zahl b anzeigt, so hat man die Ad- 
dition in ihrer einfachsten Gestalt, die Zahl c, zu welcher man bei die- 
sem Fortgange gelangt, ist die Summe von a und b, nämlich c = a-J-A. 
Sieht man umgekehrt die Summe c als gegeben an und ebenso einen der 
Summanden, etwa a, so entsteht die Aufgabe der Subtraktion, die 
Umkehrung der Addition. Hier ist zweierlei zu bemerken, erstens näm- 
lich, dafs es nur eine solche Umkehrung giebt, weil n-\-b = b-\-u 
ist, und es mithin gleichgültig bleibt, ob man b aus c und a, oder a aus c 
und b bestimmen will. Der zweite bemerkenswerthe Umstand ist, dafs 
es Fälle geben kann, iu welchen die Subtraktion unausführbar wird; da 
nämlich die Zahlenreihe, im Sinne des Fortschrittes genommen, unbegränzt 
ist, so slöfst die Addition niemals auf eiue Schwierigkeit, bei dem Rück- 
schritte dagegen kann es sich treffen , dafs man aus der in dieser Richtung 
durch die Eins begränzten Zahlenreihe herausgeräth, wie z. B. bei 4 — 4 
oder 5 — 7, und es sind daher solche Differenzen vor der Haud als un- 
mögliche Zahlen zu betrachten, weil es eben unmöglich ist, in der bishe- 
rigen Reibe eine Zahl zu finden , welche aus einer derartigen Subtraktion 
entstanden wäre. 

Durch Wiederholung der Addition, d. h. durch Addition mehrerer 
gleicher Summanden, gelangt man zur nächsten Rechnungsart, der Mul- 
tiplikation, und es bedeutet hier ab zunächst weiter nichts als die 
Summe von a Summanden, deren jeder = b ist. Setzt man ab = c und 
sieht jetzt das Produkt c und einen der Faktoren, etwa a, als bekannt an, 
so entsteht die Autgabe, den anderen Faktor b zu bestimmen, und diese 
Umkehrung der Multiplikation ist die Division. Hier wiederholen sich 
dieselben zwei Bemerkungen, die wir vorhin bei der Subtraktion machten ; 
weil nämlich die Anordnung der Faktoren keinen EiuOufs auf das Produkt 
ansübt, so ist es in Beziehung auf die Art der Rechnung gleichgültig, ob 
man b oder a sucht, und es giebt daher nur eine Umkehrung der Multi- 
plikation. Ferner kann es sich treffen, dafs die Division unmöglich wird, 
was der Multiplikation nie begegnet, und es tritt diese Unmöglichkeit Iiier 
jedesmal ein , wenn der Dividend kein Vielfaches des Divisors ist. Aus- 
3 11 

drücke wie - oder — sind daher vor der Hand als unmögliche Zahlen 
zu bezeichnen. 

Aus der wiederholten Multiplikation entsteht nun weiter die Potenzi- 
rung, und zwar bedeutet hier a b ganz einfach das Produkt von 6 Fakto- 
ren, deren jeder =a ist. Verglichen mit der Addition und Multiplikation 
zeigt die Potenzirung die Eigentümlichkeit, dafs hier keine Vertauscbnng 
der Zahlen a und b vorgenommen werden darf, wenn die Potenz ungeän- 



Digitized by Googl 



Einleitung. 3 

dcrt bleiben soll, mit anderen Worten, es ist im Allgemeinen a* nicht 
=ss b*. Aas eben diesem Grunde hat die Operation des Potenzirens zwei 
Umkehrungen , indem man die Fälle unterscheiden mufs , ob in der Glei- 
chung a* = c aus b uud c die Grundzahl a 9 oder aus a und c der Expo- 
nent b bestimmt werden soll; das erste giebt die Wurzelausziehung 

(Vc), das zweite die Aufsuchung des Logarithmus (/o</ c für a als 
Basis, oder kürzer a log c). Wiederum findet hier die Bemerkung statt, 
dafs die Operation des Potenzirens jederzeit ausfuhrbar ist, während die 
umgekehrten Operationen auf Unmöglichkeiten stofsen können, wie z.B. 

3 

bei VI oder 4 %I0. 

So wie nun bisher aus den einzelnen Schritten die Addition, aus die- 
ser die Multiplikation und hieraus die Potenzirung gebildet wurde, so 
könnte man es auch versuchen , durch wiederholte Potenzirung eine neue 
Rechnungsart zu schaffen; bemerkt man aber, dafs die Potenz einer Po- 
tenz wiederum eine Potenz ist, so erkennt man auf der Stelle, wie mit 
einer solchen Wiederholung jener Operation nichts Neues gewonnen wird. 
Es schliefst sich also hiermit die Reihe der Rechnungsoperationen, welche 
demnach drei ursprüngliche (direkte) und vier abgeleitete (indirekte) Ope- 
rationen enthalt. Gleichwohl ist aber die Arithmetik selbst defswegen 
nicht als abgeschlossen zu betrachten, denn wenn auch ein Zuwachs an 
neuen Operationen nicht mehr zu erwarten ist, so kann doch die Aufgabe 
gestellt werden, die vorhandenen Operationen uuter allen Umständen aus- 
führbar zu inichen , uud es entspringt diese Aufgabe naturgemäfs aus der 
Bemerkung, dafs die indirekten Operationen in vielen Fällen unmöglich 
wurden. Diese Unmöglichkeit liegt aber nicht in dem Begriffe jener Ope- 
rationen (denn die Forderung z. B., von 4 aus um 7 Schritte rückwärts 
zu gehen , enthält keinen Widerspruch in sich), sondern einzig und allein 
in dem Mangel an Zahlen, an der Einseitigkeit und Lückenhaftigkeit der 
Zahlenreihe. Jene Unmöglichkeit verschwindet daher, sobald man das 
Zahlengebiet passend erweitert und auf welche Weise diese Erweiterung 
vorzunehmen sei , das müssen die indirekten Operationen selbst zu erken- 
nen geben. 

So führt uns die Subtraktion zunächst auf den Begriff der Null und 
der negativen Zahlen , wodurch sich die bisher einseitig unbegränzte Zah- 
lenreihe zu einer nach beiden Seiten hin unbegränzten erweitert (positive 
und negative ganze Zahlen). Um ferner die Division ausführbar zu ma- 
chen, bedarf es der Aufstellung solcher Zahlen, die in gleichen Abstanden 
von einander zwischen je zwei Zahlen der bisherigen Reihe enthalten sind) 
so erscheinen die Brüche (positive und negative) als eingeschaltete Zwi- 

1 • 
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4 Cap. I. Von den veränderlichen GroTsen 

schenglieder jener Zahlenreihe. Das Wurzelausziehen uöthigt zu einer 
weiteren Interpolation der Zahlenreihe , welche sich aber von der vorher- 
gehenden in so fern unterscheidet, als man eine zwischen zwei ganzen 
Zahlen liegende Irrationalzahl durch eine Theilung des Inlervalles in 
gleiche Theile nicht erreichen kann. Die Erscheinung der Irrationalzahlen 
berechtigt nun, sich an jeder beliebigen Stelle der Zahlenreihe eine Zahl 
zu denken, d. h. mit anderen Worten, die ursprünglich lückenhafte Zah- 
lenreihe wird zur lückenlosen, die puuklirte Zahlenlinie zu einer ununter- 
brochenen. Diefs ist das für den weiteren Fortgang der Arithmetik be- 
deutendste Resultat der Buchstabenrechnung, und es erreicht letztere ihr 
Ende, sobald sie diesen Nachweis geliefert und zugleich die Regeln ange- 
geben hat, nach welchen mit beliebig aus der Zahlenlinie herausgegriffenen 
Zahlen die sieben Grundoperationen vorzunehmen sind. Was endlich die 
Bedeutung der imaginären Zahlen anbelangt , so wird der Verlauf dieses . 
Werkes selbst darauf hinführen. 



€ a p i t e 1 I. 

Von den veränderlichen Gröfsen und den 
Funktionen im Allgemeinen. 

§.i. 

Grundbegriffe und Aufgaben der algebraischen Analyst«. 

Der ununterbrochene Fortgang der Zahlenreihe, welchen die niedere 
Arithmetik am Ende ihrer Betrachlungen nachweist, gestattet eine ganz 
eigenthüm liehe Operation, deren Einfachheit nicht minder grofs ist als ihre 
Wichtigkeit. Das ursprünglichste Verfahren nämlich, um von einer Zahl 
a zu einer anderen b zu gelangen, bestand darin, dafs man von a aus in 
einzelnen Schritten (c, a-f- 1, a-\-2 etc.) weiter ging, bis man auf die 
Zahl b traf; jeder solcher Schritt bildete einen Sprung, in so fern anfangs 
zwischen den einzelnen ganzen Zahlen keine Zwischenstufen exislirten. 
Die Brüche aber geben die Möglichkeit an die Hand, die Weite dieser 
Sprünge bis zu jedem beliebigen Grade der Kleinheit zu vermindern , und 
sie dienen hierbei als Zwischenstufen von gleicher Gröfse. Stellen wir 
dazu noch beliebige Irrationalzahlen, so lassen sich zwischen a und b will- 
kübrlich viele Zwischenstufen von ebenso willkührlichen verschiedenen Grö- 
fsen einschalten, und es kann nun der Übergang von a nach b ohne alle 
Sprünge, d.h. mit Durchlaufung aller möglichen Zwischenstufen, erfol- 
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gen; ein solcher Übergang heifst ein stetiger oder continuirlicher, 
jeder andere ein unstetiger, sprungweiser oder diseonti uuirl i eher. 
Wir können uns jetzt auch eine Zahl x denken, welche erst den Werth a 
besafs und nachher durch stetigen Ubergang den Werth b erhielt, und es 
hat dieser Prozefs die gröfste Ähnlichkeit mit der stetigen geradlinigen Be- 
wegung eines Punktes von einer Stelle des Raumes zur anderen. Diese 
Vorstellung einer stetig veränderlichen Zahl bildet die Grundlage alles hö- 
heren Calcüls und ihre Wichtigkeit wird sofort aus der Bemerkung erhel- 
len, dafs eine Anwendung der Arithmetik auf die stetig veränderlichen 
Gröfsen des Raumes und der Zeit unmöglich sein würde, wenn nicht auch 
die Zahl als stetig veränderlich angesehen werden könnte. 

Nach dieser Erörterung über das Wesen der stetig veränderlichen 
Zahl oder Gröfse bedarf es noch eines ankeren Unterscheidungszeichens 
für dieselbe, da es sich treffen kann, dafs in einer und derselben Rech- 
nung veränderliche und unveränderliche Zahlen vorkommen , die zu ver- 
wechseln man sich hüten mufs. Für diesen Zweck ist es allgemein üblich 
geworden, die unveränderlichen oder constanten Gröfsen mit den er- 
sten Buchstabeu des Alphabetes a , b, c ... zu bezeichnen , für die ver- 
änderlichen oder variabelen Gröfsen dagegen die letzten Buchstaben, 
wie t, x, y, z, zu brauchen. In einem Ausdrucke wie ax-\-b bezeich- 
net daher x nicht mehr eine unbekannte Gröfse, wie iu der Algebra, 
sondern eine unbestimmte, welche bei stetiger Änderung alle mögli- 
chen Zahlenwerthe durchlaufen kann , wogegen a und b festbeslimmte 
Zahlen bedeuten, welche sich nicht ändern, während .r andere und andere 
Werthe erhält. 

Diese Unterscheidung führt von selbst um einen bedeutenden Schritt 
weiter, wenn man die Bemerkung hinzubringt, dafs jede Rechnung, die 
etwas mehr als unbestimmte Beziehungen enthalten will, am Faden der 
Gleichungen fortlaufen mufs. Setzen wir nämlich einen beliebigen Aus- 
druck , worin constante Gröfsen mit einer Variabein verbunden vorkom- 
men, einer neuen Gröfse gleich, also etwa unser obiges 

ax -f b = y, 

so ist die neue Gröfse y offenbar wieder eine veränderliche; denn wenn x 
andere und andere Werthe annimmt, so ändern sich auch die Werthe von y. 
Aber diese Veränderungen sind nicht willkü'hrlicb; eine Änderung des x 
zieht eine ganz bestimmte Änderung des y nach sich; z. B. für zwei be- 
stimmte Zahlenwerthe von .r, die wir mit .r, und x tl bezeichnen wollen, 
kommen auch ein paar bestimmte entsprechende Werthe von y, etwa y x 
und y t genannt, heraus, so dafs ist 

ax t -\- b = und ax t -\- b = y 2 - 
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Nehmen wir nun an, dafs ,v % um eine bestimmte Gröfse 6 gröfser sei als 
OTj , also = .ij + 6% so haben wir 

#3 = a (x t + d) + h = ötfj -f b -f ad 
d.h. y a =r yi -f«d 
wenu also or sich um d ändert , so ändert sich y um ad, mithin hängt die 
Veränderung des y von der des x ab und zwar auf fest bestimmte Weise. — - 
Noch auffallender tritt diefs an dem folgeoden Beispiele hervor. Es sei n 
eine ganz beliebig veränderliche Gröfse und 

«» -4- c = r 

so ist offenbar auch r eine Variable, aber nicht so willkührlich als w. 
Denn wenn c eine positive Zahl bedeutet, so ist für alle möglichen posi- 
tiven oder negativen u das Quadrat u* 3 folglich auch u* -f- c> mithin jenes 
t) positiv und es existirt kein Werth von u , für welchen w* -f - c oder v 
negativ werden könnte. Trotz der gänzlichen Unbestimmtheit des u ist 
also doch durch die Natur der Gleichung die Veränderlichkeit von v einge- 
schränkt und ihr als Spielraum blos das Gebiet der positiven Zahlen ange- 
wiesen. Man mufs daher unabhängige und abhängige veränderliche 
Gröfsen unterscheiden; die ersteren sind solche, denen man willkührlich 
jeden beliebigen Werth beilegen darf, die letzleren diejenigen, deren Ver- 
änderungen durch die steligen Veränderungen einer anderen unabhängig 
veränderlichen Gröfse nach irgend einem Gesetze bedingt sind. Dieses 
Gesetz selbst spricht sich in irgend einer analytischen Formel aus, welche 
die unabhängig veränderliche Gröfse enthält (wie oben das ßx ■I ■ b}* Je* 
den solchen Ausdruck, in welchem eine unabhängig veränderliche Gröfse 
auftritt, nennt man eine Funktion dieser Veränderlichen. Demnach 
sind alle beliebigen Ausdrücke wie 

ax, x°, a* t V b* — x* , logx> sinx etc. 
sämmtlicb Funktionen von x 9 die sich nur dadurch unterscheiden, dafs in 
jeder die Art des Vorkommens der Hauptgröfse eine andere, oder wie 
man anch sagt, dafs jede anderer Natur ist. Zur Bezeichnung der Funk- 
tionen im Allgemeinen bedient man sich der Buchstaben F, f, q> 9 oder 
ähnlicher, welchen man denjenigen Buchstaben, der die in der Funktion 
vorkommende Veränderliche bezeichnet, in Parenthesen eingeschlossen auf 
der rechten Seite beisetzt*). Symbole wie F(x), f\x), <p(x), y(x) be- 
deuten also nichts Anderes, als gewisse, nicht näher bestimmte Rech- 
nungsausdrücke, in welchen eine unabhängig veränderliche Gröfse vor- 

*) Bisweilen läTst mau wohl der Kürze wegen die Parenthesen weg und setzt z. B. 
schlechthin fx statt f(x). Eine solche Schreibweise ist aber de f« wegen nicht sehr zu 
empfehlen , weil man bei ihr das Operationszeichen f leicht mit einem Coefnaenten 
verwechselt. 
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kommt, wobei durch die verschiedenen Buchslaben F, /', q>, y zugleich 
angezeigt wird , dafs in jeder der genannten vier Funktionen x auf ver- 
schiedene Weise vorkommt, oder dafs jede anderer Natur ist. Hiernach 
ist nun der Sinn einer Gleichung wie 

y = m 

ganz einfach folgender: die Gröfse y lttfsl sich dadurch aus x ableiten, 
dafs man mit diesem irgend welche noch nicht näher bestimmte analytische 
Operationen vornimmt und hierdurch ist y an x so gebunden, dafs je- 
dem bestimmten Werthe von x ein gleichfalls bestimmter Werth von y 
entspricht. 

Es kann eine Funktion auch zwei oder mehrere unabhängig veränder- 
liche GrÖfsen zugleich enthalten. So ist z. B. der Ausdruck ax -{- cz, 
in welchem x und z zwei von einander unabhängige beliebige Gröfsen be- 
zeichnen, eine Funktion von x und z zugleich, weil er sich ändert, wenn 
x oder z allein eine Änderung erleidet. Setzt man ax-\-cz = y, so 
bezeichnet man die Abhängigkeit des y von x und z zugleich durch die 
Gleichung 

y = f{x y z) oder y = *p(x, z) etc. 

Ebenso würden nun entsprechend f\x, z, t), q>(x 9 z, u, v) etc. Funk- 
tionen von drei und mehr Veränderlichen andeuten. 

Sehen wir uns nun zunächst im Gebiete der niederen Arithmetik nach 
Funktionen um, so finden wir als einfachste 

a-f-ar, a — x, bx y - 

x 

welche dadurch entstehen, dafs man mit der Variabein die vier einfach- 

- 

sten arithmetischen Operationen vornimmt. Hierauf folgt naturgemäß die 
Polenz, welche zu zwei verschiedenen Funktionen Veranlassung giebt, 
jenachdem man die Basis oder den Exponenten als unabhängige- Variabcle 
ansiebt. So erhalten wir die Funktionen 

x* und a* 

von denen die erste in der Analysis den Namen Potenz ausschlicfslich 
führt, während die zweite sehr passend Expon enzialgröfse heifsl. 
Da die Constante a auch gebrochen oder negativ sein kann , so begreift 
die Potenz zugleich die Funktionen 

TO f 

\'x* und — 

in sich. Als letzte Funktion von arithmetischer Abkunft stellt sich noch 
der Logarithmus dar, indem man die Basis als constant, die Zahl als ver- 
änderlich ansieht und demgemäfs mit 
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a log x 

zu bezeichnen pflegt. 

Die Allgemeinheit, welche im Begriffe der Funktion liegt, erlaubt 
uns , noch ein paar Schritte weiter zu gehen und auch solche Funktionen 
in Betrachtung zu ziehen, die nicht ursprünglich arithmetischer Abstam- 
mung sind. Beachten wir also aufser dem Gehalte der Arithmetik noch 
den der Geometrie und Trigonometrie, so stellen die goniometrischen Ver- 
hältnisse wiederum Beispiele einer gegenseitigen Abhängigkeit von GröTsen 
dar, in so fern zu jedem Bogen ein bestimmter Sinus, Cosinus etc. gehört. 
Denken wir uns den Bogen x jederzeit in Theilen des Halbmessers aus- 
gedrückt*), so giebt es zu jeder abstrakten Zahl x einen Sinus, Co- 
sinus etc. und man hat daher die goniometrischen Funktionen 

sin x y cos x f tan x, cot x, sec x, esc x. 
An diese reihen sich noch sechs andere , welche die Umkehrungen dersel- 
ben sind. Sehen wir nämlich die Variable .r nicht als Bogen an, wie vor- 
hin, sondern bezeichnen wir damit einen gegebenen Sinus, so gehört zu 
demselben ein ganz bestimmter spitzer Bogen, welchen man mit 
Are (sin = x) oder kürzer mit Aresin x 

bezeichnet: hiernach ist z. B. Aresin - = ^, Aresin = % n. s. f. 

Ebenso versteht man unter Arceos x denjenigen spitzen Bogen, dessen 
Cosinus die Länge x hat u. s. w. . Den goniometrischen Funktionen ste- 
hen also die folgenden sechs gegenüber 

Aresin x, Arceos x, Arctanx, Arccotx, Aresecx s Arccsc x, 
welche den Namen cyklometrische Funktionen führen. 

Was nun die Aufgabe der algebraischen Analysis anbelangt, so ist 
dieselbe eine doppelte. Sie hat erstlich mit den Mittelu, welche die Alge- 
bra bietet, die allgemeinen Eigenschaften der Funktionen so weit als mög- 
lich zu erforschen und dann zweitens die Resultate dieser Untersuchung 
speziell auf die bisher genannten Funktionen anzuwenden. Die algebrai- 
sche Analysis zerfällt demnach in zwei Haupttheile, deren erster als eine 
elementare Theorie der allgemeinen Eigenschaften der Funk- 
tionen und deren zweiter als spezielle Theorie der einfachen 
Funktionen bezeichnet werden könnte, wobei wir die bisher genannten 
Funktionen unter der Benennung „ einfache Funktionen" zusammenfassen. 

*) Wäre der Bogen ursprünglich in Graden gegeben , so dal» er etwa g*> fafste, 
so wurde die Proport iou 

q 

100° : g° = jc : x y also x = jr 
gelten um! dadurch bestimmt sich eben jenes x } wovon oben dir Rede ist. 
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Da man in den Handbüchern der Trigonometrie die Lehre von den 
cyklometriscben Funktionen gewöhnlich nicht mit abgehandelt findet, so 
schalten wir die Entwickelung der cyklomelrischcn Hauptformeln im näch- 
sten Paragraphen ein. 

§. 2. 

Die cyklometrochen Formeln. 

I. Bezeichnet u einen positiven Bogen im ersten Quadranten, so 
haben alle die Bögen 

«, n — * u , 2iz u, 3 Jt — u, 4 tc -I- w , bit — «, ... 
welche der Reihe nach im lsten, 2len, 5ten, 6ten, 9ten, loten, ... 
Quadranten liegen, den nämlichen Sinus. Überhaupt ist 

» (i -■) + «**] 

wenn wir k der Reihe nach =0, 1, 2, 3, ... setzen und für jeden 
Werth vou k nach einander das obere und untere Zeichen brauchen. 
Nennen wir x den gemeinschaftlichen Werth dieser Sinus , so folgt aus 
sin m = x die Gleichung u = Aresin x, weil unter allen Bögen , welche 
x zum Sinus haben , u der kleinste (der Voraussetzung nach im ersten 
Quadranten liegende) ist. Wird aber ganz unbestimmt die Gleichung 
sin w = x gegeben, ohne dafs man schon vorher weifs, in welchem Qua- 
dranten w liegt, so kann w alle die Werthe 

u f it — u , 2it -\- u, 3 n — u, 4 -\- « , ... 
haben, d.h. aus der Gleichung sinw = x folgt im Allgemeinen 

oder vermöge des Werthes von u 9 



sin 



w 



T I + (I "~ '* rcsin x ) + 2kn ' 



wobei für k = 0 das obere Zeichen dem ersten Quadranten , das untere 
dem zweiten , für k = 1 das obere dem fünften, das untere dem sechsten 
Quadranten u. s. w. entspricht. 

Sind nun u und v zwei Bögen im ersten Quadranten sin u = x, 
sin v = y, folglich u = Aresin- x, v = Aresin y 9 so ist 
sin (u -|- v) = sin u cos v -j- sin v cos u 

= X V\ — y» -|- y Vl—x* 

mitbin nach dem Vorigen 



w-J-t> = ~4l|- — Aresin (x V \ — y 2 -\- y V 1 — . x 2 ) I -J- 2 kn, 



oder 
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Aresin x + Ar diu y 

Hier ist nuu noch zu bestimmen , ob das obere oder unlere Zeichen und 
welcher Werth für k genommen werden soll. Die Summe zweier Bögen 
ist aber entweder ein Bogeu im ersten oder zweiten Quadranten , weiter 
kann derselbe nicht reichen. Es mufs also nach dem Vorigen A* = 0 und 
im ersten Falle das obere, im zweiten das untere Zeichen genommen wer- 
den. Demnach ist 

für u + v ^ ^, 

(1 ) Aresin x -f- Aresin y = Aresin {xV i — y a -f-yV^i — x*) 
und für u -|- t? > \ , 

(2) Aresin x -f Aresin y =s * - ^rewji (* ^1— y* + y — jp«) 

Um nun zu entscheiden, ob die Summe der Bögen u und v im ersten oder 
zweiten Quadranten liegt, wenden wir uns an den Cosinus, welcher im 
ersten Quadranten positiv, im zweiten negativ ist. Man hat aber 
cos (u -\- v) = cos u cosv — sinu sin v 

Man wird folglich die Formel (1) oder (2) brauchen, je nachdem 

xy < V(i —x' l )(\ — y 2 ) oder xy > V(l — x 2 ) (1 — y 2 ) ist. Diese 
Ungleichheiten reduziren sich nach beiderseitiger Quadrirung und Hebung 
von x 2 y 2 auf die folgenden 

x% + y a <^ 1 una< a * + y a ^ 1 • 
Es ist also für x 2 -f y 2 < 1, 

(3) Aresin x -|- Aresin y = Aresin (x^i — y* -|- y^l — j? 1 ) 
und für x 2 y 2 ^> i , 

(4) ^rc*<>i x ^rewt y = % — Aresin {x Vi — y* -J- y V^F — x 2 ) 
Durch ähnliche Betrachtungen findet man auch 

(5) Aresin x — Aresin y = Aresin (x V \ — y* — y V \ — x 2 ) 

und hier ist weiter keine Bemerkung hinzuzufügen, weil die Differenz 
zweier Bögen des ersten Quadranten diesen nicht übersteigen kann. Für 
y = x erhalt man Aresin 0 — 0, was man ohnehin weifs, für x = 0, 

(6) — Aresin y = Aresin ( — y) 
was der Gleichung sin ( — u) = — sin u entspricht. 

Ahnliche Formeln lassen sich leicht für die Funktion Arccosx auf- 
stellen. Sie sind aber wenig im Gebrauche, weil man die Behandlung 
von Arccosx durch die Gleichungen 
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(7) Arccos z -f- Aresin z s j 

7t 

(8) Arccos (— z)' — Aresin s = - 

welche unmillelbar aus der geometrischen Betrachtung dieser Fuuklioueu 
fliefsen, leicht auf die von Aresin x reduzirt. 

II. Sei wieder u ein Bogen im ersten Quadranten, so haben alle 
die Bögen 

u t it-{-u t 2rp-|-a, 5k-{-k, ... 
welche der Reibe nach dem 1 sten, 3ten, 5tcn, 7len Quadranten u. s. f. 
angehören, dieselbe Tangente, nämlich 

tan u = tan (Jen -f- u) 
worin A*=0, 1, 2, 3, ... gesetzt werden kann. Für tan u = x ist 
n = Arctan x, weil u der kleinste aller zur Tangente x gehörenden Bö- 
gen ist. Aus einer Gleichung wie tan w = x folgt demnach , wenn man 
nicht weifs, in welchem Quadranten w liegt, 

w=zkn-^-u = kn-\- Arctan x. 
Für tan u = x 9 tan v = y ist ferner 

tan u — tan v x — u 

tan (u — i») — — = — — - — — 

1 -f- tan u tan v 1 -f- xy 



wenn u und v im ersten Quadranten liegen, 

, ■ x — y 

u — v = kn + Arctan - — =— — 



oder 

+ x — u 
Arctan — s — — . 
i -f xy 

Man bemerkt leicht, dafs hier Ä* = 0 sein mufs, weil die Differenz zweier 
Bögen des ersten Quadranten nicht aitfserhalb desselben liegen kann. 
Also ist 

(9) Arctan x — Arctan y ss? Arctan f . y 

i -\-xy 

Hieraus folgt z. B. für x = y, Arctan 0 = 0 und für x = 0, 

(10) — ^rctaÄ y = Arctan (— y) 
Durch ganz ähnliche Betrachtungen ßndet man leicht 

X ~\~ Ii 

(1 1) Arctan x -\- Arctan y = fac -{- Arctan ^ _ ^ • 

Hier mufs man, wie früher, zwei Fälle unterscheiden. Entweder 
nämlich liegt Arctan x -f- Arctan y, d. h. u -|— ü im ersten Quadranten, 
dann ist cos (u -f- v) = cos n cosv — sinu sin v positiv , mithin 
sin u sin v *C cos u cos v oder tan u tan v «< 1 , d. h. xy << 1 . In die- 
sem Falle mufs in (11) &^=0 sein , weil sonst rechts ein Bogen im drit- 
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Tt 



len Quadranten herauskäme. Ist aber n -\- v grbfser als - , so wird 

cos (u + t») negativ, mithin sin u sinx >• cos u cos v 9 woraus xy 1 
folgt. Dann wird der Nenner 1 — xy des letzten Ausdruckes in (11) ne- 
gativ, und nach Formel (10) ist jetzt 

x I t/ 

Arctan x 4- Arctan \j — ht — Are tan — — 

Da nun links ein Bogen des zweiten Quadranten steht, so mufs rechts 
Är= 1 sein, wenn nicht ein negativer Bogen oder ein im 4ten, 6len u. s. w. 
liegender herauskommen sollte. Wir haben also für xy<£i, 

(12) Arctan x + Arctan y = Arctan 

' 1 — xy 

und für xy 7> 1 , 

x -4- 

(15) Arctan x Arctan y = n — Arctan 

■ xy — 1 

Man sieht hieraus, dafs die Formel (9), welche für alle positiven x und y 
richtig ist, nicht unmittelbar für negative x oder y in Anspruch genom- 
men werden darf, weil sich dann die Subtraktion in eine Addition ver- 
waudelt. 

Durch die geometrische Bedeutung der Funktion Arctan x überzeugt 
man sich auch leicht von der Richtigkeit der Gleichung: 

( 1 4) Arccot z -f- Arctan z = ^. 

SB 

III. Bemerkenswerlhe Relationen zwischen Aresin x und Arctan x 
erhält mau auch auf folgende Weise: 

Bezeichnet u einen spitzen Bogen, so ist 

sin u 



tan u = 



V\ — sin* u 
folglich 

sin u 



Arctan 



V\ —sin*u 

Setzen wir hier sinu = x 9 so folgt « = Aresin x 3 mithin 

«2? 

(15) Aresin x = Arctan — , 

Vi — x* 

d. h. der Bogen, dessen Sinus x ist, bat den Ausdruck - 7 = zur 

V i — .r* 

Tangente. 

Ferner iat für - y> u 0, 
2 



tan u 

sin u = — — 
V\- + tan' 1 u 
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oder 

lau u 

11 = Arcstn 



Vi -f. tan 2 u 

aus tanu = x folgl aber, weil u im ersten Quadranten liegt, u = 
Arctdn x f mithin 

x 

(16) Jrctan x . = Aresin — == 

d. h. der Bogen, dessen Tangente x ist, bat den Ausdruck - x 1 

zum Sinus. 



j. 3. 

Die verschiedenen Arten von Funktionen. 

Die grofse Unbestimmtheit, weiche in dem Begriffe der Funktion im 
Allgemeinen liegt, macht eine Eintheilung der Funktionen in Klassen nö- 
thig, wobei man als Einlheilungsgrund die verschiedenen Rechnungsope- 
rationen nimmt, aus welchen die Funktionen hervorgehen. Man theilt 
nuu gewöhnlich die arithmetischen Operationen in zwei Klassen, von de- 
nen die erste die Operationen des Addirens, Subtrahirens, Multiplizirens, 
Dividirens und Potenzirens für constante Exponenten, wozu auch das 
Wurzelausziehen gehört, in sich begreift und die andere alle übrigen Ar- 
ten von Operationen umfafst. Die Operationen der ersten Klasse nennt 
man algebraische, die der zweiten Klasse transscendente und theilt 
hiernach die Funktionen in algebraische und transscendente. Zu den er- 
steren gehören alle Funktionen, in welchen mit der darin enthaltenen ver- 
änderlichen Grofse blofs algebraische Operationen vorgenommen werden, 
zu den zweiten die , in welchen die Veränderliche trausscendenten Opera- 
tionen unterworfen wird. Auf die Art und Weise, in welcher die con- 
stanten Gröfsen der Funktion auftreten , wird bei dieser Unterscheidung 
keine Rücksicht genommen. 

Die algebraischen Funktionen theilt man noch in rationale und ir- 
rationale. Zu den ersteren gehören alle diejenigen, in wclcheu die 
veränderliche Gröfse unter keinem Wurzelzeicheu , oder was das Nämli- 
che ist, mit keinem gebrochenen Exponenten behaftet vorkommt, voraus- 
gesetzt, dafs man alle angedeuteten Rechnungen so weit als möglich aus- 
geführt, also die Funktion selbst auf den möglichst einfachsten Ausdruck 
reduzirt bat. Die letztere Bemerkung ist defshalb nicht ganz überflüssig, 
weil eine Funktion als nicht rational erscheinen kann , so lange man sie 
nicht so weit als möglich reduzirt hat, z.B. die Funktion 

(Vä+Vx) <ya — Vx) 
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die man tieiui ersten Anblick nicht zu den rationalen rechnen würde , die 
aber in der Thal dazu gehört , weil sie sich bei Ausführung der Multipli- 
kation auf a — x reduzirt. Kommen dagegen in einer Funktion Wurzel- 
zeichen vor, die sich nicht durch blofse Reduktion wegschaffen lassen , so 
heifst dieselbe eine irrationale. 

Mau unterscheidet bei den algebraischen Funktionen auch noch ganze 
und gebrochene. Zu den ersten rechnet man die, in deren Nenner die 
veränderliche. GrÖfse selbst nicht vorkommt, zu den zweiten die, in wel- 
chen die Variable auch im Nenner auftritt. So sind z. B. 

a + bx + cx* und Vi? — b*x* 
eine rationale und irrationale ganze Funktion, dagegen 

a -I- bx a — V x 
,' , und 

c -|- dx 2 cx 

eine rationale und irrationale gebrochene algebraische Funktion. 

Da in einer rationalen algebraischen Funktion keiue anderen Rech- 
nungsoperationen als die vier Spezies und die Erhebung auf eine Potenz 
von ganzen Exponenten vorkommen dürfen, so sieht man leicht, dafs eine 
ganze Funktion dieser Art unter der allgemeinen Form 

A 0 + A \ x + ^2 X * + • • + A * x ™ 
stehen mufs, in welcher A 0 , A ls ... A m constante Zahlen (gleichviel 
ob ganze oder Brüche) bedeuten, von denen natürlich auch eine oder meh- 
rere = 0 oder negativ sein können. Der höchste aller vorkommenden 
Exponenten bestimmt den Grad der Funktion. In unserem Falle ist die 
Funktion vom Grade m y weil die einzelnen Glieder nach den steigenden 
Potenzen von x geordnet sind, also der letzte Exponent m der grölste ist. 
Eine gebrochene rationale algebraische Funktion läfst sich immer auf 
das allgemeine Schema 

A o + A \ x + 4 t x* + ... -f A m x m 

B o + B i x + B * x * + • + B « x * 
bringen, in welchem B 0i B ly . . . B n ebenfalls constante Zahlen sind. 
Die Differenz der höchsten vorkommenden Exponenten, also hier in — n, 
giebt dann den Grad der Funktion an. 

Es kann auch der Fall eintreten,* dafs man wohl im voraus weifs, 
eine gewisse Gröfse sei eine Funktion einer anderen vorhandenen Gröfse, 
aber die Form dieser Funktion selbst nicht sogleich angeben kann. Z. B. 
wenn x und y beliebige Gröfsen bedeuten, kann die Gleichung 

xy — ax -|- by = c 
nur dann besteben , wenn y eine gewisse Funktion von x und ebenso um- 
gekehrt x eine gewisse Funktion von y ist. Denn wenn man dem x einen 
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beliebigen Werlli giebt , so ist y schon uicht mehr willkührlich und sein 
Werth kann durch Auflösung der Gleichung nach y gefunden werden. 
Ebenso verhält es sich umgekehrt mit x. In solchen Fällen, wo man zwar 
weifs, dafs die eine Gröfse eine Funktion der anderen sei, ohne dafs man 
ihre Form näher zu bestimmen im Stande ist, nennt man die eine Gröfse 
eine unentwickelte oder ungesonderte Funktion der anderen. Kann 
man aber die Form näher angeben, so bat man eine entwickelte oder 
gesonderte Funktion. Diese Sonderung der Veränderlichen würde sich 
in der oben angeführten Funktion leicht durch beiderseitige Subtraktion 
von ab bewirken lassen. Man erhält dann 

(* + *) (y — a) = c — ab 

und daraus 

, , c — ab , c — ab 

<r = — * + > y = a H TT- 

1 y — a a x -\- b 

Ebenso ist in der Gleichung 

u 4- x sinu = 0 

r 

n so lange eine ungesonderte Funktion von x, als man nicht eine Glei- 
chung von der Form u = . . . aufweisen kann , aus welcher für jedes be- 
liebige x das zugehörige u berechnet werden könnte. 

Es giebt endlich noch eine Einteilung der Funktionen, welche sich 
aber nicht auf die Operationen , sondern auf die Eigenschallen derselben 
gründet. Manche Funktionen haben nämlich die Eigenschaft, dafs sie 
nach einem gewissen Intervalle wieder die Werthe annehmen, die sie frü- 
her schon einmal gehabt haben, wie z. B. der Sinus, in welchem 
sin (2 ii x) = sin (In x) = sin (6 tc -\- x) ... = sin x ist ; Funk- 
tionen dieser Art heifsen periodische, während alle anderen, welchen 
die genannte Eigenschalt abgebt, nichtperiodische heifsen. Das Kenn- 
zeichen einer periodischen Funktion f\x) ist, dafs es eine constantc Gröfse 
a giebt, für welche 

j{x) =J[a+x) ==J[2a + x) = /[3a + x) . . . 
wird, wobei man o das Intervall der Periodizität nennen kann. 
Für f(x) = sät x beträgt dasselbe 2it , für f{x) = tan x ist a = n. In 
der niederen Analysis scheiden sich durch diese Einteilung die goniome- 
trischeu Funktionen von den übrigen. 

§• *• 

Die geometrische Darstellung der Funktionen. 

I. Man kann sich von einer Funktion einer einzigen Variabelen sehr 
leicht ein geometrisches Bild verschaffen, wenn man den in einer Glei- 
chung wie 
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y = K*) 

vorkommenden Veränderlichen eine geometrische Bedeutung unterlegt. 
Das einfachste in dieser Beziehung ist , dafs man die Zahlen x und y als 
die Längen gerader Linien ansieht und letztere nach irgend einem Maafs- 
stabe construirt, indem man eine Gerade von willkührlich festgesetzter 
Länge als die Linie Eins annimmt. L'm aber die zusammengehörigen 
Werthe von x und y übersichtlich bei einander zu haben , pflegt man eine 
unbestimmte lange Gerade XX' (Fig. 1) als Basis und einen festen Punkt 
O in ihr als Ausgangspunkt der Construktion zu wählen und zwar in der 
Weise, dafs man die verschiedenen Geraden, welche die individuellen 
Werthe von x darstellen, jedesmal von O aus abschneidet (OM=x) 
und die zugehörigen Geraden, welche die entsprechenden Wertbe von y 
angeben, senkrecht an den Endpunkten jener Strecken errichtet (MP=y). 
Mit anderen Worten, und in der Sprache der analytischen Geometrie aus- 
gedrückt, heifst Diefs : man denke sich die unabhängige Variable x als 
Abscisse und die abhängige Variable als rechtwinklige Ordinate irgend ei- 
nes Punktes in der Ebene. Da nun aber y nicht willkührlich ist, sondern 
im Gegentheile aus x durch gewisse Rechnungsoperationen abgeleitet wer- 
den kann, so erhält man durch diese Construktion nicht willkübrliche 
Punkte in der Ebene, sondern solche, die mit einer gewissen Regelmä- 
fsigkeit auf einander folgen und in dieser Regelmäfsigkeit irgend eine ge- 
rade oder krumme Linie bilden. Diese Linie , von welcher y = f(x) die 
Gleichung in rechtwinkligen Coordinaten ist, stellt nun das geometrische 
Bild der Funktion f\x) dar. 

Nach dieser Erörterung hat es keine Schwierigkeit, diejenigen Cur- 
ven zu construiren, deren Gleichungen entstehen, wenn man die einfachen 
Funktionen der Reihe nach = y setzt , also y = a -(- x 9 y = a — x, 

x — bx, y = p y — x u u. s. w. Hierbei lassen sich die drei ersten 

Funktionen in der gemeinschaftlichen Form 

y = a -f bx 

zusammenfassen uud ihr Bild ist eine gerade Linie , welche von der Ordi- 
natenachse eine Strecke = a abschneidet und mit der Abscissenachse ei- 
nen Winkel bildet, dessen trigonometrische Tangente =6 ist; denn zie- 
hen wir (Fig. 1) BQ || OM und setzen OB=zMQ=za, L MAP = 
L QBPt=ß, OM=x, MP=y, so findet die Gleichung 

y=MQ + PQ 
= a -4- x tan ß 

statt , welche mit der obigen übereinstimmt , wenn tan ß mit b bezeichnet 
wird. — Die Bilder der übrigen Funktionen dagegen sind krumme Linien ; 
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so cbarakterisirt z. B. y = - eine gleichseitige Hyperbel, deren Asymp- 
toten zu Coordinatenachsen genommen sind und deren Achse = V^2c ist. 

II. Auf analoge Weise wie die Funktionen einer einzelnen Varia- 
belen lassen sich auch die Funktionen zweier Variabelen geometrisch eon- 
struiren. Denken wir uns in der Gleichung 

* =A x > y) 

die Variabelen x, y, z, von denen die ersten beiden die unabhängigen 
sind , als rechtwinklige räumliche Coordinaten , so entsteht folgende Con- 
struktion. Durch die beiden willkührlichen Coordinaten x und y wird zu- 
nächst ein völlig beliebiger Punkt in einer Ebene (der Coordinatenebene 
xy) bestimmt; errichtet man in diesem Punkte eine Senkrechte von der 
Länge z auf jener Ebene , so erhält man einen Punkt im Räume , von 
welchem x, y, z die rechtwinkligen Coordinaten sind, wie OM = x 9 
MN=zy } NP=z in Fig. 2. Jedem Punkte IV der Ebene xy entspricht 
jetzt ein Punkt P im Räume, von welchem N die Horizontalprojektion 
darstellt, der Gesammtheit aller in der Ebene xy liegenden Punkte ent- 
spricht demnach eine räumliche Gesammtheit von Punkten , oder kürzer 
eine Fläche. Welcher Art diese Fläche sei , entscheidet sich aus der 
Natur der Durchschnitte, welche sie mit den Coordinatenebenen oder dazu 
parallelen Ebenen bildet; ist z.B. 

so durchschneidet diese Fläche die Coordinatenebene xz in einer Geraden, 
deren Gleichung z = kx ist, wie man durch die Supposition y=0 so- 
gleich findet; ebenso wird die Coordinatenebene yz (wo nun ar = 0) in 
einer Geraden durchschnitten, deren Gleichung z = ky ist; nimmt man 
endlich z constant = h, so erhält man für die Gleichung des Durch- 
schnittes mit einer zu xy in der Entfernung OH = h parallel gelegten 
Ebene : 

und dieser Durchschnitt ist ein Kreis, mithin die Fläche selbst eine gerade 
Kegelfläche. 

Weiter als bis zu den Funktionen zweier Variabelen reicht indessen 
die geometrische Darstellung der Funktionen nicht ; denn um die Funktio- 
nen einer Veränderlichen zu conslruiren, bedurften wir zweier Dimen- 
sionen (für die unabhängige und abhängige Variabele), indem wir die 
Construktion in der Ebene ausbreiteten; ftär die Darstellung der Funk- 
tionen zweier Variabelen waren drei Dimensionen nöthig und mithin wür- 
den zur Construktion der Funktionen von drei oder mehreren Variabelen 

Schlömllch Analjsls I- zweite Aufl. 2* 
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vier oder noch mehr Dimensionen des Raumes erforderlich werden, die 
aber für uns nicht existiren. Hier wird also der Calcül der Anschauung 
überlegen, ein Phänomen , welches man öfter zu beobachte* Gelegenheit 
finden wird. 



€ a p i t e 1 II. 
Die Gränzwerthe der Funktionen. 

* 

Begriff der Granze. 

Da iu einer Funktion die veränderliche Gröfse alle möglichen Werthe 
annehmen darf, so kann man dieselbe auch auf die Weise sich verän- 
dern lassen, dafs sie von, irgend einer Stelle an sieb beständig vergrö- 
fsert, und gröfser als jede angebbare Zahl werden kann, oder dafs sie 
sich beständig vermindert und kleiner als jede angebbare Zahl werden 
kann, also sich der Null fortwährend mehr und mehr nähert. Hier- 
durch wird nun auch eine beständige Veränderung in den Wcrthen der 
Funktion herbeigeführt werden , die sich bei der unbestimmten Allgemein- 
heit, welche in dem Begriffe der Funktion lieget, schlechthin nicht angeben 
läfst. E i n Fall aber bedarf ganz besonderer Aufmerksamkeit. Es kann 
nämlich vorkommen , dals die Funktion sich mehr und mehr einer be- 
stimmten Gränze nähert, wenn die in ihr enthaltene Variabele fortwäh- 
rend ins Unbestimmte hinaus zunimmt. Diefs ist z. B. der Fall bei der 
Funktion 

deren zweiter Theil für wachsende x fortwährend abnimmt. Denn setzen 
wir der Reihe nach x = n, n-\-2, ... wo» eine beliebige po- 

sitive Zahl bedeutet, so ist 

1 1 ^ _L_ ^ 1 

n n -+- 1 « -|- 2 « -f- 3 * * " 

1 

Diese Abnahme geht aber so. weit, dafs - kleiner werden kann, als jede 
uoch ao kleine angebbare Gröfse» Soll nämlich - <1 o sein, wo q irgend 

MV 

f 

eine beliebige kleine Gröfse bedeutet , so braucht man Mos n - zu 
nehmen , um sogleich die Forderung zu erfüllen. Die Gränze, welcher 
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sich - nähert, mufs folglich die Null sein. Milbin nähert sich die Funk- 

71 

tion a -f- i für wachsende x beständig der Gränze a. 

Wir wollen diese bei verschiedenen Funktionen eintretenden Annä- 
herungen an feste Gränzen noch etwas deutlicher zu machen suchen. 
Schon in der Arithmetik begegnet man der Erscheinung einer fortwähren- 
den Annäherung an einen gewissen Gränzwerth, und zwar zum ersten 
Male bei der Verwandlung eines gewöhnlichen Bruches in einen Dezimal- 

\ 

brach. So ist z. B. - = 0,11111 . . ., d. h. 

1 -+ - + — + — +.. 



9 10 1 10 2 1 10 3 1 10* 

wobei man sich diese Reihe ins Unendliche fortgesetzt zu denken hat. 
Man kann sich nun vorstellen, diese unendliche Reihe sei dadurch ent- 
standen, dafs man in der endlichen Reihe 

io t 10 * ~r 10 s -r • • • t i0 n> 

welche n Glieder enthält, die Zahl n ins Unendliche habe wachsen lassen. 
Die Summe dieser endlichen Reihe ist aber offenbar eine Funktion von n, 
weil sie eine andere sein wird, je nachdem man mehr oder weniger Glie- 
der zusammennimmt, d. h. je nachdem die Gliederanzahl n gröfser oder 
kleiner ist. Setzen wir also 

lö + ^ + 1^ + * * * + 1Ö 5 



so ist jetzt f{n) eine Funktion, welche sich für wachsende » unbegrenzt 

1 
9 



und bis zu jedem Grade der Genauigkeit der Gränze i nähert, weil diefs 



auf der linken Seite der Fall ist. 

Etwas ganz Ähnliches findet bei den Irrationalzahlen statt. Denn es 
ist z. B. Vi = 1,414213 . . . oder 

V2 = 1 + ^ + iö* + W + iö* + To* + * * * 

wobei nun ^2 nichts Anderes bedeutet als den Gränzwerth , welchem 
man sich fortwährend nähert, wenn man immer mehr und mehr Glieder 
der Reihe rechts zusammennimmt. 

Auch geometrisch läfst sich die Erscheinung der beständigen Annä- 
herung an eine feste Gränze deutlich machen. Suchen wir z. B. die 

krumme Linie, welche das Bild der Funktion a -f- - darstellt, indem wir 

x 

o + - = y setzen , so erhallen wir für x = 1 , 2 , 3 , ... der Reihe 
x 

2 * 
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1 1 

nach y = a-J-l, « -f~ ö ' " ~l~ ¥ > . . • d. h. Gröfsen, welche immer 

weniger und weniger von a difleriren. Construiren wir dieselben als Or- 
dinalen, so entsteht eine krumme Linie, welche sich mehr und mehr einer 
in der Entfernung a zur Abscissenachse parallelen Geraden nähert , ohne 
dieselbe jemals erreichen zu können (Asymptote). 

Dafs in der That eiue solche fortwährende Annäherung an eine 
Grunze möglich ist, ohne dafs man jemals behaupten könnte, diese selbst 
erreicht zu haben, liegt an der unendlichen Thcilharkeil der Dinge, d. b. 
darin, dafs man bei der successiven Thcilung einer Gröfse niemals auf 
einen letzten uniheilbaren Theil stöfst. Ziehe ich z. B. einen Strich von 
A nach B 9 Fig. 3, so kann ich mir denken, ich hätte erst die Hallte 
desselben AM vollendet," dann von der übrigen bleibenden Hälfte MB die 
Hälfte MN, hierauf von dem übrigen Stücke NB wieder die Hälfte NP, 
dann von diesem wieder die Hälfte PQ u. s. f. Hier wird also eiue voll- 
endete Gröfse AB in eine Reihe immer kleinerer Theile zerlegt, in eine 
Reihe, welche sich nie schliefst, weil man bei der Theilung selbst nie 
auf ein untheilbares Letztes kommt. Statt dieses regressiven Verfahrens 
der Theilung ohne Ende könnte man jetzt umgekehrt das progressive der 
Zusammensetzung des Ganzen aus seinen Tbeilen versuchen. Diefs ist 
nun zwar eine ebenso unvollcndbare Operation , wie die vorige der Zer- 
legung, weil hinler jedem schon mitgezählten Theile ein anderer kleinerer 
kommt, der ebenfalls mitgerechnet sein will; aber man weifs doch schon 
im Voraus, was herauskommen würde, wenn man wirklich alle Theile 
zusammenrechnen könnte, offenbar nämlich dasselbe, was man vorher 
gelheill halle. Es ist also 

AB =r AM -f MN + NP + PQ -f . . . . in inf. 

d. h. 

AB = % -AB + ±AB + IjB + . . . 

folglich auch: 

Da hier aber die wirkliche Ausführung der Summation ins Unendliche 
hinab eine blofse Idee und in Wirklichkeit nicht ausführbar ist, so mufs 
man sich dieser Idee wenigstens zu nähern suchen, und dies geschieht 
mittelst des Begriffes der Gränze. Nehmen wir also jene Reihe vorerst 
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als eine endliche und betrachten ihre Summe als Funktion ihrer Glieder- 
auzahl, setzen also: 

1 i 1 i 1 i i 1 ti \ 

2 + 5ä + 2^+ +2"" == -M' 

so ist jetzt f(n) eine Funktion von n, welche sich für wachsende n mehr 
und mehr einer bestimmten G ranze naher l, nämlich der Einheit; in der 
That ergiebt sich, wenn man der Reihe nach ein, zwei, drei und mehr 
Glieder zusammennimmt, 

yti) = i, /w = f> a») = |. /*> = {f. ••• 

also Zahlen, welche immer weniger von 1 verschieden sind. 

Zur Bezeichnung der Gränze , welcher sich eine Funktion für wach- 
sende oder abnehmende Werthe ihrer Veränderlichen beständig nähert, 
bedient man sich des Zeichens Lim (von Limes die Gränze), welches 
mau vor den Ausdruck setzt, dessen Gräuze angegeben werden soll. Der 
Siun einer Gleichung wie 

* * * 

. Lim ( a + = a > ,ur wachsende r, 

ist hiernach: für wachsende x nähert sich die Funktion a -{- - der Gränze 
a; ebenso sagt die Gleichung 

[11 1 1 ~1 

2 + £ä + Ja + * ' ' + 2*1 — 1 ' für wachsende »f 



nichts Anderes, als: je mehr Glieder der Reihe man summirt, desto we- 
niger differirt diese Summe von der Einheit. 

Die Bestimmung der Gränze , welcher sich eine Funktion für abneh- 
mende Werthe der Veränderlichen nähert, ist leicht auf deu Fall einer 
Gränzbestimmung für wachsende Werthe zurückzuführen. Hätte mau 
nämlich für abnehmende ä die Gränze Lim f(S) zu bestimmen , so kann 

man sich die Abnahme des 6 dadurch entstehend denken, dafs man 6 =z- 

n 

setzt und jetzt die beliebige Zahl n fortwährend wachsen läfst. Es kommt 
also dann die Bestimmung von Lim f{ö) für abnehmende ö auf die Bestim- 
mung von Lim f(j^ ^ ur wachsende n zurück. Auch umgekehrt gilt et- 

1 .1 
was Ahnliches. Aus § = - folgt nämlich n = T : läfst man hier 8 im- 

n o 

mer kleiner werden, so wächst n fortwährend und kann jede noch so 

grofse gegebene Zahl übersteigen , wenn mau nur d klein genug nimmt. 

Hat man also Lim f{n) für wachsende n aufzusuchen , so kann man 
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n = ^ setzen , wo jetzt 6 eine beständig abnehmende Gröfse ist, nnd re- 

duzirt jetzt jene Aufgabe auf die Bestimmung von Lim /Q^ ^ r abneh- 
mende d\ 

Dafs der Quotient - kleiner gemacht werden kann, als jede angeb- 
bare Zahl , wenn man nur n grofs genug nimmt, lafst sich auch durch die 
Gleichung 

Lim = 0, für wachsende n, 

bezeichnen. Umgekehrt aber läfst sich keine Gränze angeben, der sich 

der Quotient ^ für abnehmende d näherte, weil derselbe gröfser als jede 

angebbare Zahl gemacht werden kann. Um aber eine Gleichförmigkeit in 
der Bezeichnung herbeizufuhren , hat man eine beständig wachsende Grö- 
fse, die jede gegebene Zahl übersteigen kann, mit dem Zeichen <x> belegt, 
so dafs man also auch setzen kann 

Lim = oo, Pur abnehmende ö. 



Man mufs sich hüten, hier das Zeichen oo für eine bestimmte Gröfse 
zu halten, wie etwa eine Zahl; der Sinn der obigen Gleichung ist ganz 

einfach ; wollte man die Gränze suchen, der sich ^ Tür abnehmende d nä- 
hert, so müfste man über jede noch so gröfse gegebene Zahl hinausgehen, 
was eine unausführbare Idee ist. Man darf sich auch nicht einfallen las- 
sen , mit den Zeichen Ö und oo nach den Regeln der Arithmetik rechnen 
zu wollen. Denn die Arithmetik lehrt uns blos mit endlichen bestimmten 
Gröfsen , nicht aber mit einem Nichts oder einem sich beständig ändern- 
den Dinge rechnen ; man würde sich also eine ganz überrechtliche , will- 
kürliche Ausdehnung der arithmetischen Regeln zu Schulden kommen 
lassen. 

§•«• 

Bestimmung der einfachsten Gränzwerthe. 

Wh* wollen für diesen Paragraphen , um des jedesmaligen Zusatzes : 
für wachsende oder für abnehmende x überhoben zn sein , eine beständig 
abnehmende Gröfse mit d und eine über alle Gränzen hinaus wachsende mit 
w bezeichnen, so dafs man aus der Bezeichnung selbst gleich erkennt, ob 
man den Gränzwerlh eines Ausdruckes für abnehmende oder wachsende 
Werthe der Veränderlichen zu suchen habe. Als Auhaltepunkt für wei- 
tere Gränzbestiinmungen dienen die bisher gefundenen Gleichungen 
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Lim 6 = 0, Lim co = <x> 

1 i 

Lim -x oo, Lim - = 0 
d a 

von denen die ersten zwei aus dem Begriffe von d und o» selbst hervorge- 
hen, die zwei letzten im vorigen Paragraphen bewiesen worden sind. Mit 
diesem einfachen Apparate ausgerüstet, wollen wir nun eine Reihe von 
Beispielen durchgehen. 

öd 

1) Hätte man Lim zu bestimmen , worin a eine constante Gröfse 

bezeichnet, so braucht man nur das d im Zahler und Nenner zu heben, 
um sogleich die Granze zu linden. Dafs es erlaubt sei , das d im Nenner 
gegen das im fahler stehende zu streichen , obgleich die d sich beständig 
ändern, erhellt daraus, dafs die Gröfse d, wie klein man sie auch nehmen 
mag , do.ch immer sich selbst gleich seiu muls ; setzt man also im Zähler 
für d einen auch noch so kleinen Bruch , so wird man für das im Nenner 
befindliche d offenbar den nämlichen Bruch setzen müssen , wobei man in 

jedem Falle heben kann. Es ist also Lim ^ = g, wie man auch schon 

daraus sieht , dafs die Funktion y = ^- eine Constante ist , die für alle 
Werlhe von x , also auch noch so kleine, den nämlichen Werth von 

Zähler nähert sich d der Null, folglich auch öd der Null und ähnlich im 

Nenner, so würde man auf den unbrauchbaren Ausdruck ? stofsen, mit 

0 

dem sich defshalb nichts weiter anfangen läfst, weil die Arithmetik uns 
nicht mit ihm rechnen gelehrt hat. Indessen wissen wir dieses Mal doch, 

was er bedeutet, nämlich soviel als Lim ~, und da diefs = g ist, so 
haben wir für diesen Fall 

0 a 

0 

so dafs also - jede beliebige endliche Gröfse bezeichnen kann. 

öd 2 

2) Es sei Lim 7^- zu bestimmen. Hebt mau hier das d des Nen- 
ners gegen ein d des Zählers, was offenbar für jedes auch noch so kleine 
d richtig ist, so ist 

ad* a ^ 
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mithin auch 

Lim -TT- = Lim T ö. 

00 0 

Da aber d immer kleiner wird, so verkleinert sich auch ^ d beständig und 

es nähern sich also d und gd gleichzeitig der Null. Folglich ist 

«d a 

Lfm jj- = 0. 
*d 

Wollte man hingegen, ohne zu heben, so schliefsen: für abnehmende Ö 
nähert sich d a , folglich auch ad 2 und ebenso bÖ der Null, so würde man 

r ad* 0 

Lim tt- = - 
£d 0 

ßnden, so dafs in diesem Falle wegen des vorigen Granzwerthes 

0 

- = 0 
0 

sein mufs. 

- • 

3) Es sei Lim ttz aufzusuchen. Hebt man hier das d im Zähler 
oo* 

gegen ein 6 im Nenner, so bleibt 

. ad . a . a i 

Lim jj~ = Lim — Lim 7 . — . 

1 

Nun wird aber ^ immer gröfser, je mehr 6 abnimmt, folglich mufs auch 

der Ausdruck ^ . v für abnehmende d beständig wachsen. Es wird also 

■ . «d 
Lm SP = 00 

Wollte man d nicht heben, sondern sagen : bei abnehmenden d nähern sich 
ad und 6d a gleichzeitig der Null, so erhielte man 

ad 0 
Lim bö*~ = Ö 

und durch Vergleichung mit dem vorigen Gräuzwerthe 

0 

— = 00. 
0 

0 * * 

Man sieht hieraus, dafs der Ausdruck - ganz unbestimmt und vieldeutig 

ist, da er sowohl jede endliche GröTse wie auch 0 und 00 bedeuten 

■ o 

kann. Welchem von diesen Werthen in jedem speziellen Falle der Aus- 
0 

druck - gleich zu setzen sei, kann man nur dann erfahren, wenn man 
0 - 
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die Entslehungsweise der beiden Nullen kennt, d. o. wenn man den 
Ausdruck a l s Gränze einer anderweit gegebenen Funktion betrachtet. 

4) Wie man durch solche Gränzbestimmungeu zu neuen Sätzen ge- 
langen kann, wollen wir an folgendem Beispiele zeigen. Setzt man in 
der Gleichung 

X —4— u 

Arctan x + Arctan y = Arctan ' 

i — ry 

i 

y = — =— so erhält man nach einer leichten Reduktion auf der rech- 
x + 6 

ten Seite 

Arctan x + Arctan — =— x = Arctan — — ' 1 — . 
1 x-\-0 ö 

Lassen wir hier d immer kleiner werden , so nähert sich x -f- 6 der 

Gränze x und der Quotient 

* + + * 

ö 

wächst ins Unendliche hinaus, so dafs er jede gegebene Zahl übersteigen 
kann. Je gröfser aber die Tangente eines Bogens ist, desto näher liegt 

der Bogen selbst an - , weil umgekehrt die Tangenten ins Unendliche 

- 

wachsen, wenn man näher und näher an - kommt. Der Bogen also, 
welcher jenen Quotienten zur Tangente hat , nähert sich mehr und mehr 

7t 

der Gränze -. Gehen wir nun rechts und links zu den Gränzen für ab^ 

2 

nehmende 6 über, so erhalten wir die wichtige Gleichung 

1 7t 

(i) Arctan x 4- Arctan - = -. 

' ■ x 2 

Wir wollen uns jetzt mit der Aufsuchung einiger Gränzen für wach- 
sende Werlhe der Veränderlichen beschäftigen. 

5) Zuerst bemerkt man leicht, dafs der Ausdruck — denselben Cha- 
rakter der Unbestimmtheit und Vieldeutigkeit an sich trägt, wie der ent- 
sprechende wobei man zu beachten hat, dafs in jedem Ausdrucke das 

Zeichen oo nicht etwa ein bestimmtes Quantum als Ganzes genommen, 
sondern eine beständig fort wachsende Zahl bedeutet. Um sich immer 
daran zu erinnern , kann man etwa setzen 

oo = l -J-l-(-l-f- 1 + -- - Ulld immer so fort 
und diefs als Definition von oo festhallen. Wenn man nun iu den Aus- 
drücken 
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aco am* am 



ba' b<o 9 Aco» 

co ins Unendliche wachsen läfst, so geheu sie in die gemeinschaftliche Form 
^ über. Hebt man dagegen Zähler und Nenner mit co, was für jedes 

auch noch so grofse od erlaubt sei , so findet man der Reihe nach 

aco a 



Lim tu, - b 



flCö* 



Lim t — =s oc 
ba 



■ 

so dafs also der Ausdruck — ebensowohl eine endliche Grofse als oo 

oo b 

und 0 bedeuten kann. Man darf daher auch mit dem Quotienten ^ nicht 

schlechthin rechnen, sondern nur in so fern, als derselbe einem Gränzen- 
übergange seine Entstehung verdankt. 

6) Um den Gränzwerth des Quotienten 

a -\- a 

CO 

zu ermitteln, braucht man nur mit dem Nenner in jedes Glied des Zäh- 
lers zu dtvidiren, wodurch die Gleichung 

— - — = — |- 1 = 1 -4- er . - 

0) CO 1 CO 

erscheint, und in dieser co ins Unendliche wachsen zu lassen. Man er- 
hält dann 

(2) Lim a -+— = i 



1 tt 
weil Lim also auch Um - = 0 ist. 

CO 03 

7) Es sei die Grenze des Ausdrucks 

CO 

a 4- co 

aufzusuchen. Man kann hier auf doppelte Weise verfahren; einmal näm- 
lich ist 

co ^ a 

ü -j- co a -f- co 

und dann auch durch Division des Zählers und Nenners mit co: 

»* - , 

co 1 

n -|- co " a , 

co ■ 
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In der ersten Form nimmt für wachsende to der Quotient ^r.— bestän- 
dig ab und nähert sich fortwährend der Null. Man bekommt also durch 
Übergang zur Gränze 

(3) Lim — ~ = i. 

a -\- o) 

In der zweiten Form wird der Quotient — immer kleiner und nähert sich 

der Gränze 0, folglich der ganze Nenner i -|- — der Gränze 1 5 mithin 
ist wieder 

to 

Lim — = — = 1 
a -f- 0 

wie vorher. 

Man leitet ebenso leicht das allgemeinere Theorem ab: 

<*> ^-:=' 

welches sich auch in Worten ausdrücken läfst 9 nämlich: „Addirt man zu 
Zähler und Neuner eines Bruches dieselbeu, aber immer gröfsere Zahlen, 
so nähert sich der Werth desselben fortwährend der Einheit." 
So nähern sich z. B. die Brüche 

1 2 3 4 5 

2> 3' v v 5' ; 

2 3 4 5 6 

r 2\ 3' 4' 5' 
die dadurch entstehen , dafs man im Zähler und Nenner immer 1 addirt, 
fortwährend der Einheit, wie man auch daraus sieht, dafs man sie so 
schreiben kann: 

1 1 11 1 

*+i *+i *+i 

wobei in der ersten Reihe eine beständige Zunahme, in der zweiten eine 
Abnahme satt findet. 

8) Ein wichtiger hieher gehörender Satz ist noch der, dafs für je- 
des a> 1, 

Lim a* = 00 

ist. Man siebt die Richtigkeit desselben leicht auf den ersten Blick ein, 
wenn a eine ganze Zahl ^> 1 ist , dagegen erhellt diefs nicht so unmit- 
telbar, wenn a nur wenig von der Einheit dißerirt. Denn obschon man 
leicht bemerkt, dafs die Potenzen a, a 2 9 a*, ... in diesem Falle zuneh- 
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mcn , so folgt hieraus doch nicht , dafs jenes Wachsthum ins Unendliche 
fortgeht. Nun ist aber durch gewöhnliche Division 

--^-i = a*~ l + a«- 9 + . . . + a* + a 4- i 
a — 1 • ' 

wobei rechter Hand n Summanden vorkommen. Wegen der Vorausse- 
tzung a^> i ist auch jede der Potenzen a, a*, . . . o tt_1 gröfser als 
Eins; selzt man daher in der obigen Gleichung rechts die Eins au die 
Stelle jeder Potenz von a, so hat man zu wenig gesetzt und es ist folg- 
lich wegen der n Summanden 

ö n — 1 

r ^ n 

a — i 

oder durch Multiplikation mit a — 1 und Transposition 

fl">l+»(fl — 1). 

Wenn nun n ins Unendliche wachst, so kann das Produkt n(a — 1) jede 
angebbare Zahl übersteigen und es folgt daraus um so mehr 

(5) Lima* = oo, fura>l. 

Wäre dagegen o i , so kann man a = g setzen, wo nun b ^> 1 ist \ 
dann wird 

Lim ar = Lim — = 0 

weil nun b* ins Unendliche wachst und folglich — sich der Glänze Null 
nähert. 

§• 7. 

Allgemeine Satze über Graazbestimmungen. 

_ ♦ 

Wenn eine Funktion aus mehreren anderen Funktionen zusammen- 
gesetzt ist, deren einzelne Gränzwerlhe bekannt sind, so entsteht die 
Frage, wie man den Gränzwerth der zusammengesetzten Funktion aus 
den Gränzwerthen ihrer einzelnen Bestandteile herleiten soll. So besteht 

z. B. die Funktion 

» 

flx) = - — 5 — . Arctan x 
1 -f- x 

aus zwei Faktoren , von denen der erste sich der Grunze Eins und der 
zweite der Gränze nähert, wenn x unendlich wächst, und es bleibt 

nun noch zu untersuchen , wie sich Lim /(.r) aus jener 1 und i n bildet. 
In solchen Fällen bedient man sich der nachfolgenden Sätze. 
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I. Näherl sich die Funktion <p{x), gleichviel ob für wachsende oder 
abnehmende x, der Gränze a, so darf man <p(x) = a -f-Ä setzen, worin 
6 zwar eine an sich unbekannte Gröfse ist, von der man aber wenigstens 
weifs , dafs sie verschwindet , wenn man von q>(x) zu Lim <p(x) übergeht, 
weil in diesem Falle die Gleichung Lim <p(x) = a, der Voraussetzung 
nach, herauskommen soll. Ist ebenso Lim ty(x) == h, so darf y{x) = 
b~{~( gesetzt werden, wo nun auch « beim Übergange zur Gränze ver- 
schwindet. Man hat nun 

<p(x)±1>(x) = a + ö±(b + E) 
= a±b + ö±t 

folglich 

Lim ± #*)] = a ± b 
oder vermöge der Werthe von a und b 

(1) Lim [<p(x) + ty( x )] = L* m + Lim ^(jt) 

d. h. der Gränzwcrth einer Summe oder Differenz wird dadurch gefun- 
den, dafs man die Gränzwerlhe der einzelnen Bestandtheile addirt resp. 
subtrahirt. 

Hat man allgemeiner für m verschiedene Funktionen q> x {x) s <p 2 (x), 
. . . <p m (x) i 

Lim <p x {x) = fl, , Lim q> 2 (x) = a it ... Lim (p m (x) = a m 

so folgt 

<Pi(x) = «1 + *1 > 9>a(*) = S + • • • 9>mM = <* m + 

und mitbin 

(2) <JP, W ± <P 2 (*) ± ViM ± • • • ± 9>m0*0 

= fl i 4 a l ± fl 3 + • • • i a m 

+ + *, ± «, ±...+*. 

Nennen wir 6' die ihrem absoluten Werthe nach gröfste und 6" die ebenso 
kleinste unter den Gröfsen 8 X , tf 2 , ... S m , so ist das Aggregat 

(3) *i'±*i±*a± •••+*» 
jedenfalls kleiner als 

und gröfser als 

r+r + r+ ... + r=mr 

Da nun m eine unveränderliche Zahl ist und sämmtliche d, also auch 
und ö", beim Gränzenübergange verschwinden , so nähern sich m$ und 
wtd", folglich auch das in (3) verzeichnete Aggregat der Gränze Null und 
es bleibt aus No. (2) noch übrig 

(4) Lim \fp x {x) ± q> 2 (x) ± ip^x) ± . . . + <p m (x)) 

— «! + a 2 4 a S i * • • 1 a m 

= Lim <p x (x) + Lim <p 2 ( x ) 4 L** ^s^) 4 • • • 4 VmC*) 
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Diese Gleichung zeigt, wie man den Gränzwerth einer Funktion findet, 
die ans einer endlichen Menge anderer Funktionen durch Additionen 
oder Subtraktionen zusammengesetzt ist. Es besteht aber dieses Theorem 
im Allgemeinen nicht mehr, wenn die Anzahl jener Bestandtheile unend- 
lich grofs ist, denn es könnte dann sehr wohl sein, dafs die Summe 
M t ^ 4 ete *» die nun aus einer unendlichen Menge abnehmender 
Grofsen besieht, sich einer von Null verschiedenen Gränze näherte. 

II. Die Aurgabe, den Gränzwerth eines Produktes zu finden, läfst 
sich leicht auf die vorige zurückfuhren. Aus 

<Pi( x ) 9t(*) 9>s(*) • • • Vmfa) 

= (*i + *i) + K + *s) ••• («• + *.) 

folgt nämlich, indem man beiderseits die Logarithmen nimmt, 

log [<p t (x) q>i(x) v^x) . . . ip m (x)] , 

= % ( a i + * i) + %( fl * + **) + % ( fl s + *a) + • • • + lo S 
nennen wir die linke Seite f\x), so ist durch Übergang zur Gränze 

Lim fix) = loga 1 -f- log a % -f- log a 8 -|- . . . + log a m 
= tog(a x a t a s ... a m ) 

mithin 

fo) = lo S ifli H a z • ••««.) + * 
wo t eine Gröfse bezeichnet, welche beim Gränzenübergange verschwin- 
det. Bezeichnen wir mit B die Basis des logarithmischen Systemes, so 
folgt weiter 

oder vermöge der Bedeutung von f[x) 

9l(*)9«(*)9tto ■•• <Pm( J ) 

= «i «t «» • • • «*» • B* 
Beim Übergänge zur Gränze verwandelt sich JB f in B° = 1 und es 
wird jetzt 

(5) Lim [y , (x) 9 a (x) ?,(*)... 

= fl i fl a a * • • • fl » 

= Zun q^Or) . ZrWn qt> 4 (x) . Ztfet 9> 3 (a?) . . . Lim <p m (x) 

d. h. der Gränzwerth eines Produktes ist das Produkt aus den Gränzwer- 
then der einzelnen Faktoren. In der Anwendung auf das im Anfange ge- 
nannte Beispiel ist also 

Lim | -—7- — . Arctan x\ 
\\ +x ) 

= Lim*.LimJrctanx=l* 
i -f-r 2 

Doch raufe hier wiederum bemerkt werden , dal's der in No. (5) aus- 
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gesprochene Satz nur für eine ewUtehe Anzahl reo Faktoren GiÜtig- 

keit besitzt. 

III. Bei der Division ist die Sache ganz ähnlich; aus Limq>{x) = a, 
Lim i^(*)=5s k folgt nämlich 

ty{x) ^-|- f _ * i ae — b8 

tp(x) a ■ a(a d) 

und durch Übergang zur Gränze 

(6) Lim ^ = - = Um * {S) 
* ' <p(x) « Lim <p{x). 

was dem Früheren völlig analog ist. 

IV. Um den Gränzwerth des zusammengesetzten Ausdrucks 

zu bestimmen, nehme man beiderseits die Logarithmen der Basis B; 
dann ist 

%[^W-(H«)%(« + «) 

Bezeichnen wir die linke Seile für den Augenblick mit f{x), so folgt 

Limßx) ^ b loga 

mithin 

fix) = t'&grc-f. £ 

wo £ eine beim Gräuzeuübergange verschwindende Gröfse ist. Man hat 
nun weiter 

oder vermöge der Bedeutung von f(x) 

* « 

und hieraus folgt durch Ubergang zur Gränze 

(7) Lim [<K*)* (X) J = «* = [Lim <p(x)}KnV(s) 

V. Sehr häufig benutzt man zu Gränzbcstimmungen folgenden Satz: 
wenn die Funktion f\x) zwischen q>(x) und y(x) liegt, also die Un- 
gleichung 

V« > /"(*) > K*) 
statt findet und sich sowohl als ijr(x) einer und derselben Gränze Ä: 
nähert , so ist auch Lim f\x) = k. 

l>iefc folgt leicht aus der Bemerkung, dafs eine zwischen ^ und £ 
liegende Zahl M, {A^ My> B) jederzeit unter der Form 

M = B -\- q(A — B) 
dargestellt werden kann , wo $ einen positiven ächten Bruch bezeichnet. 
Man kann daher auch 

/(*) =n Mx) + t> [<p(x) — tfx)]. 
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setzen und es folgt nun durch Übergang zur Gränze, wegen Lim <p(x) = k 
und Lim y(x) = k, 

Lmf(x) = k 

wie behauptet wurde. Beispiele hierzu wird man in dem nächsten Para- 

♦ 

graphen finden. 



}. 8. 

an Potenzen , ExponenzialgröTsen und Logarithmen. 

Um von den allgemeinen Theoremen, welche wir im vorigen Para- 
graphen entwickelt haben , einige brauchbare Anwendungen zu zeigen, 
geben wir eine Reihe von Gränzbestimmungen , die uns späterhin von 
Nutzen sein werden und die auch in den höheren Theilen der Mathematik 
eine wichtige Rolle spielen. 

I. Aus dem bekannten Salze 

f£=i = + + + ...+.«-' 
folgt für « = 1 -f- S, 

S 

- !+(!+«) + (1+0)* + (l + o)> + ... + (1+4)--' 
Setzen wir S als eine positive Gröfse voraus , so ist rechter Hand jeder 
Summand gröfser als sein Vorgänger, also 1 der kleinste und (1 -|~ d) m-1 
der gröfste Summand. Lassen wir daher erst 1 und dann (1 -f - d) m ~V an 
die Stelle jedes einzelnen Summanden treten , so kommt auf der rechten 
Seite im ersten Falle zu wenig, im zweiten zu viel heraus, und es ist 
also, weil m Summanden vorhanden sind, 

(i -4- a> m — i 
(D ~d > m ' 1 

oder bei übersichtlicherer Schreibart 

,„ (1 + {)»-. > (i + tr - j_ > m 

Lassen wir 6 in Null übergehen, so nähern sich die äufsersten Glieder 
m (i -\- d) m_1 und m der gemeinschaftlichen Gränze m und es folgt jetzt 
nach No. V. des vorigen Paragraphen 

(S) Lim (i + *f ~ -i = m 

» 

Dieser interessante Satz läfsl sich leicht auf den Fall ausdehneu, wo der 
Exponent m keine ganze positive Zahl isL Zu diesem Zwecke schreiben 
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wir in No. (1) und (2) « für d und geben jenen Ungleichungen die Form 

(4) (1 + c) Ä > 1 + mu 

(1 -f a) m < 1 + ™* (» + 
da (1 -|- ") m ~ l <, (1 + «)* »st, so kann man statt der zweiten Unglei- 
chung die stärkere setzen 

Diese ist besonders in dem Falle brauchbar , wo ma weniger als die Ein- 
heit beträgt; man findet unter dieser Voraussetzung, indem man (1 -f- «V* 
als Unbekannte bebandelt, 

(5) (I + a) m < — , m« < 1. 

In No. (4) setzen wir jetzt a = ^ /J und ziehen beiderseits die mte 
Wurzel; so wird 

in No. (4) nehmen wir cc = i ff und ziehen ebenfalls die wie Wur- 

m p -|- 1 

zel, so ist für jedes positive ß 

In den beiden so gewonnenen Ungleichungen schreiben wir q für m, also 
bei umgekehrter Stellung 

a + ß? < t + *-ß 

H 

erheben beiderseits auf die ple Potenz und benutzen zugleich die in 
No. (4) und (5) verzeichneten Beziehungen wieder; es ist dann 

(.+-;,)' 

0 

wobei aber in der zweiten Ungleichung ^ 0 < 1 sein mufs. Da man 

sich irrationalen Zahlen durch rationale Brüche (Dezimalbrüche) bis zu 
jedem beliebigen Grade der Genauigkeit nähern kann , so müssen die obi- 
gen Beziehungen für irrationale Zahlen ebenfalls gelten , weil sie nie auf- 

Sehtomilch Analyst« I. «weite Aafl 3 
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hören richtig zu sein , während man den Bruch ? näher und näher an die 

Irrationalzahl herankommen läfst. Setzen wir also u für - , so ist für 

7 

jedes positive (irrationale oder rationale) p 

(6) «+ßr> i+fj-jrß 

m (i + ßf < i + j» i~ß> < ' 

1 

wobei die rechte Seite der zweiten Ungleichung mit dem früheren - — 

einerlei ist. Aus diesen Ungleichungen findet man sogleich für f»d<l 

fj (1 + y — l ft 

1 — fi<5 6 1 -f d 

und folglich für d = 0, wo nun der Bedingung f*d <; I jedenfalls ge- 
nügt ist, 

( 8 ) «.SLfcVLz!., 

und diels gilt für jedes beliebige positive p. Wäre endlich der Exponent 
von 1 -|-d negativ, etwa = — A, so ist 

1 1 _ . I - (1 + d) x 
* S (1 -f d)* 

= _ (1 + 1_ 

d (« + d)* 

Von den beiden auf der rechten Seile stehenden Faktoren nähert sich der 
erste der Glänze A, weil X an sich positiv ist, und der zweite der Gränze 
1 ; man hat daher 



Lim (i+ap-j _ ^ 



Fassen wir diesen Satz mit dem in No. (8) verzeichneten zusammen , so 
ist nunmehr für jedes von Null verschiedene f* 

Hieraus folgt z. B., dafs für sehr kleine d näherungsweis die Gleichung 

d> 
d 
oder 

slatt finden mufs, und diefs liefee sich in manchen Fällen recht grt.be-. 
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nutzen. Um z. B. ans 1001 die Cubikwurzel zu ziehen, kajin man 
setzen 

«-.{!•»-.(* Vi»)] 1 

also näherungsweis 

KlööT = 10 (l -f i . ^5) = 10,003333... 

was in der Thal auf fünf Deziraaisteilen mit der Cubikwurzel aus 1001 
übereinstimmt. 

II. Multiplizirt man die für jedes positive (i geltende Ungleichung (6) 
mit i -\- ß, so folgt 

oder für p-f- 1 = wo k eine die Einheit übersteigende Zahl bedeutet, 

(1 + fi l >l + ^ . 
und hierin haben wir eine Erweiterung des in No. (4) entwickelten Sa- 
tzes, in so fern hier der Exponent keine ganze positive Zahl, sondern 

. 1 

nur überhaupt >1 zu sein braucht. Setzen wir ß = — und erheben 
beiderseits auf die Potenz o , so folgt die Ungleichung 

.{•*&" »6+äf 

deren Sinn sehr leicht einzusehen ist. Weil uämlich X > 1, so ist kg q 
und da aufserdem A beliebig bleibt, so kann lq jede Zahl x bedeuten, die 
mehr als q beträgt; d. h. also: für x >• o ist immer 

("',)•> (.+0* 

Hieraus geht hervor, dafs der Ausdruck 

(•+9' 

fortwährend zunimmt, wenn co ins Unendliche wächst. — Diese Zu- 
nahme geht jedoch nicht ins Unendliche fort, denn setzen wir in No. (7) 
oder 

1 1 
ß = — und erheben beiderseits auf die ote Potenz , so folgt für - <C 1 

oder o >• 1 



OD 
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(11) H+ — I < " > 1 

v r ^ _ iy 

und hier zeigt schon der einfache Fall q == 2 , dafs der Ausdruck linker 
Hand nicht uuendlich werden kann. Aus diesen Bemerkungen zusammen 

folgt nothwendig, dafs der Ausdruck ^1 + ^ sich für unendlich wach- 
sende a einer bestimmten endlichen Gränze nähern mufs und zwar ist 
dieselbe gröfser als irgend eine der fortwährend wachsenden Zahleu 

(. + §)*. (■ + !)\ (• + !)' 

dagegen kleiner als irgend eine der (fortwährend abnehmenden) Zahlen 

FT)" FD" FI) 1 

Berechnel man also zwei Potenzen von den Formen 

(< +-:)"= C4 

und 

FIT^ 

1 -|- - 1 immer zwischen ihnen und läfst 
sich hiernach mit beliebiger Genauigkeit ermitteln; so ist für » = 1000, 

ziooiy 000 0/74 „ noooy 000 

(iööoj. = 2 ' m - (Wj =^19... 
und folglich wenn man das arithmetische Mittel nimmt 

^[(*+3 <D ] = 2^8... 

wobei die zwei ersten Dezimalen entschieden richtig sind. Für diesen 
Gränzwerth 2,718 ... hat man den Buchstaben e eingeführt, so dafs also 
e in der Analysis ebenso ausschliefst!) die Zahl 2,718... bezeichnet, 
wie Ii die Ludolphsche Zahl; wir haben daher 

(,•) lim [(l + I)"] = r. 

Wollte man allgemeiner den Gränzwerth von 
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II. Die Oänzwerlhe der Funktionen. 37 

bestimmen , wo z eine beliebige Zahl bezeichnet , so gebe uiau dem Aus- 
drucke die Form 




CO 

und berücksichtige, dal's nun - ganz ebenso eine unendlich wachsende 

» CO 

Zahl ist, wie früher w; setzt man daher — = w, so wird 

('+i)-=('+r=[('+rr 

und hieraus ergiebt sich für unendlich wachsende o> und a>' 

(13)*) Z,m [(l + Q"] = ^ 

III. Betrachten wir noch den Ausdruck 

a 8 — 1 

Je kleiner hier d wird , desto weniger ist a ö von der Eiuheit verschieden 
und wir können daher 



*) Es läfst sich dieser Formel eine sehr anschauliche Seite abgewinnen, wenn 
die Lehre von den zusammengesetzten Interessen damit verknüpft. Bezeichnen wir 
nämlich' mit % die Zinsen von einem Thaler anf ein Jahr, so ist bei einfachen Intcr- 
das Kapital 1 in einem Jahre auf 1 + z angewachsen. Werden dagegen die 



Interessen in Terminen von — Jahr zum Kapital geschlagen und mitverzinst, so ist 

tn 

der Werth des Kapitales 1 am Ende des ersten mtel Jahres = 1 -| , am Ende 

Tn 

des zweiten mtels = -f- — ) , am Ende des dritten mtets = (l + — ) «• »• 
am Ende des ganzen aus m gleicheu Theilen bestehenden Jahres also 

= 0 + ^)" 

t 

Läfst mau nuu in beständig wachscu, so werden der einzelnen Termiue immer wehr 
und die Zeiten zwischen ihnen immer kleiner, und geht man zur Glänze für nnendlich 
wachsende m über , so giebt jetzt 

denjenigen Werth des Kapitales an , welcher entsteht , wenn s t e t i g nach einander 
die in jedem Augeublicke gewonnenen Interessen sogleich zum Kapitale geschlagen und 
mitverzinst werden. Man kann daher sagen : eine Gröfse , welche iu einer gewissen 
Zeit bei einfachen Wachsthum von 1 bis 1 -4- z zunimmt . wächst in dcrselbeu Zeit 

auf t* an, wenn das Wachsthum so geschieht, dafs in stetiger Folge jeder bereits 
erzeugte Theil gleichmafsig wieder neue Theile erzeugen hilft. Das Erste entspräche 
etwa einer uuorgauisclien Anhäufung , das Zweite einem organischen Prozesse. 
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a» = i + I 

setzen, wo cd eine Gröfse bezeichnet, die unendlich wächst, wenn 6 sich 
der Gränze Null nähert. Aus der vorstehenden Gleichung folgt aber 

und mithin durch Substitution der für a 9 und 6 gefundenen Ausdrücke 

\_ 

a 8 — 1 co 1 



für verschwindende d , also unendlich wachsende co wird hieraus 

<"> Lim -? 1 = ^ • 

Man kann dieser Gleichung noch eine bessere Form ertheilen, weun man 
sich die Zahl e als Grundzahl eines logarilbmischen Systemes denkt ; be- 
zeichnen wir die Logarithmen dieses Systemes, welche man natürliche 
genannt hat, mit einem blofsen l> so wäre 

— a 

und folglich, wenn man beiderseits die künstlichen Logarithmen des Sy- 
stemes a nimmt, ' 

la . a log e = a log a — \ 

oder umgekehrt 

1 . 

= tu 

a log e 

Hierdurch nimmt die Gleichung (14) die elegante Form an 

a* - 1 

(15) Lim —~ = la 

In den Gleichungen (13) und (15) spricht sich das interessante Resultat 
aus, dafs man die natürliche Exponenzialgröfse e* und ebenso den natür- 
lichen Logarithmus einer Zahl als gewisse Granzfälle der Potenz ansehen 
kann , und es wird also mittelst jener Formeln ein Zusammenhang zwi- 
schen diesen verschiedenen Funktionen aufgeschlossen. 

' . . : * * * ' 

. §. 9. 

üränzwerthe bei gouiometrischen uud cyklometrischeu Fuuktionen. 

4 ■ 

I. Der Sinus irgend eines spitzen Bogens d ist offenbar immer klei- 
ner als der Bogen , die Tangente aber gröTser als letzterer und mau hat 
daher 

/«« ü > d ;> gin ö 
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woraus man tungekehrt schliefst: 

cot ö <C * <. — 

Multiplizirt man diese Ungleichung mit sin d , so folgt 

sin d 

cos o <C -y- <C i 
und es läfst sich diese Ungleichung benutzen, um daraus die Gränzc zu 

Stil 0 

bestimmen , welcher sich der Quotient — y— nähert , wenn d in Null 

übergeht; man erhält nämlich zufolge des in No. V. des §. 7. erörterten 
Prinzipes 

(t) Lim — == 1 

sin ccö 

Wäre allgemeiner der Gränzwcrth von — ^ — zu bestimmen, wo et eine 

constaule Gröfse bezeichnet, so bedarf es nur der Bemerkung, dafs ad 
mit d gleichzeitig bis zur Null abnimmt ; setzt man daher ad = Ö\ also 

sin ad sin & 

-»- = " — 

so ist d' eine ebenso wie d verschwindende Gröfse und man hat daher 

sin ad 

(2) Lim — ^— = « 

Aus diesem Theoreme läfst sich wiederum die Gränzc ableiten , der sich 

~ nähert; es ist nämlich 

tan ad sin ad i 
d d ' cos a6 

uud hier gehl für <$ = 0 der erste Faktor rechter Hand in «, der zweite 
in 1 über, so dafs man erhält 

tan ad 

(3) Lim — ^— = a. 



II. Kehrt man die hier gefundenen Beziehungen um , so erhält mau 
Formeln , welche zwar der Sache nach von den obigen nicht verschiedet! 
sind , aber sich formell in so fem unterscheiden , als in ihnen nicht gonio- 
metrische, sondern cyklometrische Funktionen vorkommen. Setzen wir 
nämlich sin ö = so folgt, weil 6 als spitzer Bogen angenommen wurde, 
umgekehrt d = Aresin # , mithin 

sin & # 
d Aresin # 

oder umgekehrt 



Digitized by Google 



40 Cap. II. Die Gräozwcrthe der Funktionen. 

Aresin & i 
S ~" ~sjnj 
ö 

Wenn nun d in Null übergeht, so verschwindet auch & und man hat daher 

Avcsin & 

(4) Lim = i 

wo sich das Zeichen Lim auf das Verschwinden von # bezieht. 

In ähnlicher Weise folgt aus tan S = # , umgekehrt d = Arctan 
mitbin 

tan d fr 

d ~ Breton # 

oder 

Arclan & i 



# tan d 

folglich durch Übergang zur Gränze für verschwindende d, wo nun auch 
fr verschwindet, 

, . Arctan & 

(5) i«m — T — = 1. 

III. Um die Transformationen, welche zur Ermittelung eiues Gränz- 
werthes dienen, an einem etwas gröfseren Beispiele zeigen zu können, 
wollen wir noch die Frage beantworten, welcher Gränze sich der Ausdruck 

nähert, wenn man die Zahl m ins Unendliche wachsen läfst. 

Wir geben dem vorstehenden Ausdrucke zunächst dadurch eine an- 

dere Form, dafs wir die Gröfse -, welche sich für unendlich wachsende 



vi 

m der Gränze Null nähert, mit einem einzigen Buchstaben d bezeichnen, 

also — = ö und umgekehrt m = % setzen ; es ist dann 
m & d ' 

^eos ~ -\- isin ^ = (cos 6 + « *w d)d 

U Ct tt « 

(6) = {cos d)S (1 -f- itanS)8=(i — sin*d)28 (l -f '/ tan d)5 

und nun untersuchen wir jeden Faktor für sich. Was den ersten Faktor 

betrifft, so ist offenbar 

ol \ a sind . _ 

(1 ^ sin*Sfi8 = [(1 — sin*ö)^Jl ' T ' * 

1 

und da *iw 2 d mit d gleichzeitig verschwindet, so können wir sin* 8 = - 



Digitized by Google 



. sin ii 



Cap. III. Die ConünuiUtt und Discontinuität der Funktionen. 41 

setzen, wenn wir unter <o eine unendlich wachsende Zahl versieben; 
so ist 

(1 _. ft .^=[(,_i)-f 

Durch Ubergang zur Gränze fiir unendlich wachsende o und verschwin- 
dende 6 folgt hieraus nach No. (13) des vorigen Paragraphen (für z = — 1) 
und nach No. (1) 

(7) Lim }(1 — sin* 6)28] = ' = e« = 1. 

Um ferner den Gränzwerth des zweiten auf der rechten Seite von No. (6) 

vorkommenden Faktors zu bestimmen, setzen wir 

« _1 tan 8 

(1 + itanö)* = [(I + itand)itan8]~8~ a% 

und da itanö mit d gleichzeitig verschwindet, so können wir ^ statt 

itand setzen, wo a> eine unendlich wachsende Zahl bezeichnet; so ist 
dann 

tan d / ^ 

und hieraus ergiebt sich durch Übergang zur Gränze für unendlich wach- 
sende a und verschwindende ö 

(8) Lim j(1 -{-i tan 8)8] = e 1 • 

Benutzen wir endlich die in (7) und (8) verzeichneten Ergebnisse, so 
folgt aus der Gleichung (6) für unendlich wachsende m 

(9) - Lim [(cos £ + isin ^"J = * a< 

ein Resultat, auf welches wir später zurückkommen werden. 



C a p i t c 1 IE. 
Die Continuität und Discontinuität der Funktionen. 

♦ 

§.io. 

Begriff and Kennzeichen der Ducontinnitüt der Funktionen. 

Die unabhängige Variabele einer Funktion wird zufolge des in §. 1. 
Gesagten jederzeit als eine stetig veränderliche Zahl angesehen, bei wel~ 
eher also der Ubergang von einem individuellen Werthe zum anderen nur 
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vermittelst des Durchganges durch alle möglichen Zwischenstufen erfol- 
gen kann. Bezeichnen wir den Werth der Funktion mit einem neuen 
Buchslaben, setzen also etwa f\x) = y, so ist letzterer die abhängige 
Variabcle und es entsteht nun die Frage, ob auch diese GröTse sich ste- 
tig ändert oder nicht. Um vorerst den Sinu dieser Frage etwas näher zu 
beleuchten, denken wir uns die Sache geometrisch und zwar x als Ab- 
scisse, y als Ordinate einer Curvc. 

Die in Fig. 4 verzeichnete Curve PRQ verlaufe stelig von P bis Q, 
so ist hier auch die Ordinale eine coutinuirliche Funktion der Abscisse; 
denn construirt mau irgend eine Gerade , deren Lange zwischen den bei- 
den Ordinaten APz= OP' und BQ=OQf enthalten ist, d.h. nimmt 
man Ott willkührlich , so dafs OQ » > Ott > OP' ausfällt, und zieht 
eine Parallele zur Achse der x in der Entfernung Ott, so schneidet diese 
nothwendig die Curve PQ in einem Punkte ß zwischen P und Q; da 
nun MR # Ott ist, so erscheint jene willkührlich eingelegte Zwischen- 
stufe Ott auch als Ordinate der Curve, oder mit anderen Worten, in- 
dem sich die Ordinate von AP bis BQ änderte, hat sie unterwegs auch 
den beliebigen Zwischenwerth MR angenommen. Da diefs von jeder 
zwischen AP und BQ eingelegten Zwischenstufe gilt, so hat sich in die- 
sem Falle die Ordinate stetig geändert. — Anders gestaltet sich die Sa- 
che, wenn die Curve von P bis Q unstetig verläuft, wie in Fig. 5, wo 
die krumme Liuie bei U plötzlich abbricht und bei V ihren Lanf fortsetzt. 
Hier giebt es ganze Reihen von Linien -zwischen AP = OP' und 
BQ = OQ, welche nicht als Ordinaten der Curveu erscheinen, so ist 
z. B. Ott zwischen OP' und OQ' enthalten, aber es kommt unter den 
Ordinaten der Curve keine vor, welche = Oß' wäre; die Parallele ßß' 
schneidet in diesem Falle die krumme Linie nicht. Da nun hier nicht 
alle zwischen AP und BQ liegenden Zwischenstufen durchlaufen worden 
sind, so hat sich die Ordinale unstetig geändert. 

Ks würde sich jetzt darum handeln, ein analytisches Kennzei- 
chen für die Continuität und Discoutiuuilät der Funktionen aufzu6nden. 
Dazu führt eine vergleichende Betrachtung der vorigen Figuren. 

Bezeichnen wir mit OM=| einen individuellen Werth der Abscisse 
x, so können wir uns die zu | gehörende Ordinate /'(£) auf doppelte Weise 
entstanden denken, entweder dadurch, dafs sich eine der früheren Ordi- 
nalen, etwa AP, vorwärts bewegt hat, bis ihr Fufspunkt nach M kam, 
oder dadurch , dafs eine spätere Ordinate BQ auf gleiche Weise rück- 
wärts geschritten ist. Bei einer cootinuirlichen Curve gelangt man in 
beiden Fällen zu derselben Ordinate MR, oder was Dasselbe ist, die Dif- 
ferenz QS zwischen den beiden Nachbarordinateu BQ und AP nähert 
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sich der Granze Null, wenn OA und OB in OM übergehen. Selzen wir 
MB = o\ MA = e, so ist BQ = / (£ + 6), AP = / (| — t) und mithin 
d) Lim [fit + d) — M — «)] = 0 

wobei das Zeichen L/we bedeutet , dafs die beliebigen Gröfscn 6 und £ in 
Null ubergehen sollen. 

Behalten wir die obige Bezeichnung auch für den Fall eiuer disconti- 
nuirlichen Curve bei , so gestaltet sich die Sache wie folgt. Lassen wir 
MA = t zu Null werden, so geht die Ordinate AP = /'(£ — *) i» MU 
über und es bildet diese Ordinate den Schlufs der bisherigen Reihe von 
Ordinaten; wird ferner MB = 6 zu Null, so verwandelt sich BQ = 
/'(£ -\-ö) in MV und diese Ordinate bildet den Anfang einer neueu Reihe 
von Ordinalen. Es gehören also zu einer und derselben Abscisse £ plötz- 
lich zwei verschiedene Ordinaten, während bisher jeder Abscisse nur eine 
einzige Ordinate entsprach, und man kann jene zwei Ordinaten sehr pas- 
send durch MU=/\Z—0) und MF=^|0) uuterscheideu. Zu- 
gleich nähert sich die Differenz BQ — AP nicht mehr der Null, soudern 
der endlichen Gröfse U V 9 also 

(2) Lim [ytS + ö) — f& — c)] % 0 

Aus diesen Betrachtungen {liefst nun unmittelbar folgende Regel : 

Um eine gegebene Funktion f(x) auf ihre Continuität zu prüfen, 
untersuche man die Differenz 

f\x + 8) — fix — 6) 

Nähert sich dieselbe bei unendlich abnehmenden ö und e jederzeit 
der Null , so ist die Funktion eine durchaus conliuuirliche ; giebt es 
aber einen oder mehrere individuelle Werthe von x 9 für welche 
jene Differenz sich nicht der Null nähert, so ist die Funktion eine 
discontinuirliche und zwar Cndet für jeden solchen speziellen Werth 
von x eine Unterbrechung der Continuität statt. 

Den Mechanismus der Rechnung wird man aus den folgenden Beispielen 

ersehen. 

1. Für f(x) =/a;*, wo k irgend einen Consta nie n Faktor bezeich- 
net, erhält man 

f{x -f ö) — f\x — e) = k (x -f- ö)* — k(x — £)» 

= k[2x(d-\-t) -f S 2 — b 2 \ 

und weuu nun d und i in Null übergehen, so wird auch Ä-f- e und ebenso 
— «* gleich Null und man kann die rechte Seite der obigen Gleichung 
der Null so nahe bringen, als man will, wenn man hinreichend 
klein nimmt. Da diefs für jeden individuellen Werth von x gilt, so ver- 
läuft die Funktion kx* durchaus stetig. 
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2. Als zweites Beispiel nehmen wir 

fix) = — — 
x — a 

Hier ist die in Betrachtung zu ziehende Differenz 

1 i 



x -{- Ö — a x — s — a 
und diese nähert sich allerdings der Gränze Null, sobald x van a ver- 
schieden ist. Für x = a dagegen würde obige Differenz in ciuc Summe 
übergehen, nämlich 

ßa + ö)—ßa — e) = \ + \ 

und daraus folgt 

Lim [ßa + ö) —ßa — f )] = oo 

Die Funktion erleidet demnach eine einzige Unterbrechung der 

Stetigkeit, in so fern sie an der Stelle x = a aus -f oo nach — oo 
überspringt. Diefs bestätigt sich auch geometrisch 5 die Curve, deren 
Gleichung 

y = 1 



x — a 

lautet, ist nämlich eiue gleichseitige Hyperbel , deren eine Asymptote zur 
Abscissenachse genommen ist 4 eine Darstellung giebt Fig. 6, worin O 
der Anfangspunkt der Coordinaten , OX, ö Y die Coordinatenachscu be- 
zeichnen und OA = a ist. 

3. Man kann überhaupt das allgemeinere Theorem aufstellen, dafs 
jede gebrochene Funktion von der Form 

M = 

eine Unterbrechung der Gontinuität erleidet, sobald es einen oder mehrere 
spezielle Werthe von x giebt, für welche <p(x) verschwindet und zugleich 
aus dem Positiven ins Negative oder umgekehrt übergeht. Ist nämlich für 
den speziellen Werth x=za 9 <p(a) = 0 dagegen <p(a — e) positiv und 
(p(a -f- ö) negativ, so kann man g>(a — e) = -f- * un d 9>(« -f- 0) = — A 
setzen , wo x und l mit e und ö gleichzeitig verschwinden ; es ist dann 

* + ä > - * - ■» = =i - £ - - (5 + 3 

uud hieraus folgt 

Lim {ßa + ö) —ßa- t}\ = — 00 
Wäre dagegen g>(a — c) negativ, etwa = — x, und <p(a-\-ö) positiv 
= -f- A, so dafs ein Ubergang aus dem Negativen ins Positive statt fände, 
so würde 
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■ Aa + a) _ > = t) = :f L--L = i + i 

werden und diefs giebt 

Lim tf(a + S)— ßa — i)} = + oo 

In jedem dieser Fälle findet also für x = a eine Unterbrechung der Con- 
tinuilät statt. Vermöge dieser Bemerkung erkennt man z. B. sogleich, 
dafs die Funktion 

1 

sec x =s 

cos x 

13 5 
an den Stellen # = + + 5» elc - discontinuirlich wird, 

L & 2, 

weil hier der Nenner cos x jedesmal durch Null hindurchgeht und sein 
Vorzeichen wechselt. 

4. Die bisher betrachteten unstetigen Funktionen hatten sämmllich 
die Eigenthümlichkeit, aus -|~°° nach — oo oder umgekehrt aus — oo 
nach -|- oo überzuspringen, d. h. besser ausgedrückt, an der Stelle x = £, 
an welcher die Discontinuität eintrat , waren die beiden Werthe /*($ — 0) 
und /*(£ -J- 0) zugleich unendlich und von entgegengesetzten Vorzeichen. 
Dafs es aber auch Funktionen giebt, welche von einem endlichen Werthe 
zum anderen überspringen, möge das nächste Beispiel zeigen. Sei 

Ax) = t±i + LüA Arctan -±- 
J 2 1 n x — a 

nehmen wir x erst kleiner als a 9 etwa x = a — f , so folgt 

k + h . k — h , ( a\ 
/t«-D = -J- + _— Arctan \- - j 

d. h. weil immer Arctan ( — z) = — Arctan z ist 

v k -4- h k — h v a 
üa — t) = — \- Arctan - 

und hieraus ergiebt sich, wenn e in Null, also Arctan - in Arctan oo 

= - , übergehl . 
* 

/y A1 k + k k — h n L 

Nehmen wir dagegen x >• a, etwa x = a -f- d% so wird 

0» i*v k k . k — h , a 
ßß + *) = ^ Arctan - 

und durch Übergang zur Gränze für verschwindende ö 

/(a + „ ) = *±j + i^.? =s4 

Die in Rede stehende Funktion springt also an der Stelle x = a aus 
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f\a — 0) = A nach f(a + 0) = k über. Fig. 7 giebt eine Zeichnung 
der durch die Gleichung 

k + h k — h . t 

u = — 1 Are tan 

9 2 ' n 



x — a 



charakterisirten Curve; es ist darin OA~a, AII = h, AK = k, ler- 

1 1 

ner gehört zur Abscisse x = 0 die Ordinate OB = - (k -f- h) — ^ (* — A) 

und zur Abscisse OÄ=2a die Ordinale yf C== i(* + Ä) +j (*-•*). 

Überhaupt sind die beiden rechts und links von AK liegenden Zweige der 
Curve congruent und besitzen eine gemeinschaftliche Asymptote, welche 

in der Entfernung AL = i (A -|- *) parallel zur Abscissenachse liegt. 



j. 11. 

Zweites Keomeichen der Dwcontiouitat. Allgemeine Theoreme. 

In dem vorigen Paragraphen verglichen wir die beiden Werthe 
f(g o) und /'(*; -|- 0) , welche die Funktion bei einer Stetigkeitsunter- 
brechung erhält, durch Subtraktion, in so fern nämlich die Differenz 
/'(£ + d) — /'(£ — e ) untersucht wurde ; mau kann aber diese Verglei- 
chuug ebenso durch Division vornehmen, indem man den Quotienten 

/ -f- ö) . q n ecnnung z i enl Nähert sich dieser Quotient für verschwin- 

f(x — e) 

dende S und e jederzeit der Gränze 1, so ist immer f(x — 0) = f{x-\- 0), 
also die Funktion continuirlich , giebt es dagegen Werthe von x, z.B. 
x = |, für welche der Gränzwerth jenes Quotieuten von der Einheit ver- 
schieden ausfällt, so ist dann AS — 0) von /'(S + 0) verschieden und mit- 
hin die Funktion au der Stelle x = £ discoutinuirlich. 

Die hierin liegende Regel zur Prüfung der Conlinuität gegebener 
Funktionen läfst eine nicht miuder leichte Anwendung zu , als die früher 

gegebene. So ist z. B. für A*) = ? 

X *" — CL 



fix -\- d) x — a — b 
ßx — e) ~ x — a +d 

und der Gränzwerth hiervon wird entschieden = 1 , sobald x von a ver- 
schieden ist; für x = a dagegen hat man 

f(a — e) 6 0 

und hier ist ? eine unbestimmte Gröfse, die jeden beliebigen Werth be- 
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deuten kann, weil e und ä selbst willkührlich und von einaoder nnabbängig 
in Null übergehen. Nimmt man z.B. f = 2tf, so wird 

Lim J — — ! — - = Lim = — 2 

f(a — i) 6 

und ebenso leicht kann man rechter Hand jeden anderen Gränzwcrth her- 
ausbringen. Die in Rede stehende Funktion ist also discontinuirlich für 
x — a. 

Zum Schlüsse dieser Lehren wollen wir noch einige Betrachtungen 
anstellen , welche sich auf die Gontinuität oder Discontinuität solcher 
Funktionen beziehen, die aus anderen (stetigen oder unstetigen) Funktio- 
nen zusammengesetzt sind. 

i. Denken wir uns die Funktion f(x) aus m verschiedenen Funk- 
tionen <p t (x), <p 2 (x), ...<p m (x) in der Art zusammengesetzt, dafs die 
Gleichung 

fix) = A x <p x (x) -f A^p^x) -f 4 3 q>s(x) + . . . -f A m <p m (x) 
statt findet, worin A i9 A i9 ... A m irgend welche Gonstanten bedeu- 
ten, so ist 

f(X + ö) — f(X — •) 

= A X [<p x ix + d) — (p x ix — e)]-\-A 2 [<p 2 (x-\-ö) — <p 2 ix — s)] + ... 

• • • + A m [(p m (x + ö) — <p m (x — £)] 
wobei wir die rechter Hand eingeklammerten Differenzen der Reihe nach 
mit J x , 4%, ... J m bezeichnen wollen, also 

f(x + d) —fix — b)=A x A 1 + A 2 A 2 + A 5 J 3 + . . . + A m J m 
Nennen wir J die absolut grolste und A' die absolut kleinste unter den 
Differenzen 4 X , A 2 , ... 4 m , so ist offenbar 

/<*+«)—/<*-•) < iA x +A 2 + ...+A m )J 

und >• (^i + + • • • + ^m) ^" 

Unter der Voraussetzung, dafs die Funktionen <p x {x) } g> 2 (#), .. . 9> m (.r) 
durchaus stetig sind, nähern sich für verschwindende d und s die Diffe- 
renzen ^ , ... also auch J und ^4" der Gränze Null und dar- 
aus folgt vermöge der obigen Ungleichung 

Lim [fix +<5) - fix — s)] = 0 
d. h. die Summe einer endlichen Menge stetiger Funktionen 
ist selbst eine stetige Funktion. Dieser Salz bleibt jedoch nicht 
mehr richtig, wenn die Anzahl m der Funktionen unendlich wird, denn 
es könnte in diesem Falle geschehen , dafs in den Produkten 

iA x + A 2 + ... -\-A n )A 

iA x -f A % + . . . + A m ) A' 
der erste Faktor unendlich zu-, der zweite unendlich abnähme und das 
Produkt sich einer endlichen Gränze näherte. In der That werden wir 
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später Fälle kennen lernen , bei welchen die Summe einer unendlichen 
Menge stetiger Funktionen discontinuirlich ist. 

Befindet sich unter den Funktionen q> x (x), <p % {x) etc. eine einzige 
discontinuirliche , so ist auch das Aggregat 

fix) = A x tp t {x) + 4 % <Pi(x) + . . . + ^ w 9> w (*) 

discontinuirlich und zwar an derselben Stelle, an welcher es jene eine 
Funktion ist (denn es verschwindet dann eine der Differenzen 4 X , «4 2 , 
... 4 m nicht); dagegen gilt diese Bemerkung nicht mehr, wenn unter 
den Funktionen y^x), <p%(x) } . . . <p m (x) mehrere discontinuirliche vor- 
kommen , denn es kann geschehen , dafs die Discontinuitäten sich gegen- 
seitig aufheben; so sind z.B. secx und x* — secx beide discontinuir- 
lich, ihre Summe aber ist eine stetige Funktion von x. 

2. Wenn f(x) ein Produkt aus mehreren Funktionen ist, etwa 

fix) = 9>,(jt) . tp 2 (x) . <p 9 (x) . . . <p m (x) 

so hat man 

f(x -f- d) __ y x (x -f- S) -f- 9m<* + s ) 

f(x — s) <p x {x — £) • <p t (x —£)••• <p m (x — £) 

Setzen wir sämmtlicbe mit <p bezeichnete Funktionen als continuirliche 
voraus, so nähert sich bei verschwindenden d und £ jeder der Quotienten 

<P % (* + d) <p*(x -f S) <p m (x -f S) 

Vtix — s) ' <Pz(x — £) ' * * * <p m (x — £) 

der Einheit als Gränze und wir können daher diese Quotienten der Reihe 
nach mit ■ 

* + Qi f * + 92 > • • • * + Q m 
bezeichnen, wo ^, ... ? m GröTsen sind, die mit ö und e gleichzeitig 
verschwinden. Es ist dann 

f ~^ } = (1 + M (1 + <») ... d+9m) 

und wenn wir i -{- q den gröfsten , i -\- 9" den kleinsten der Faktoren 
nennen, so finden die Beziehungen statt 

/<* — £) ^ ^ 

und > (i + q'Y 
für 6 = 0 und £ = 0 gehen sämmtliche 9, also auch q und 9' in Null 
über und mithin ist dann 

f(* — *) 

d. h. ein Produkt aus einer endlichen Anzahl stetiger Funktionen ist wie- 
derum eine stelige Funktion. 
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Für eine unendliche Menge von Faktoren gilt dieser Satz nicht, weil 
dann die Gröfsen 

(f + o') m und (I + p"> ä 
sieb einer von Eins verschiedenen Gränze nähern können , wie z. B. 

(* + der Zahl e ' 

Befindet sich unter den Funktionen <p x {x), g> a (a;), ... g> m (x) eine 
einzige diseontinuirlicbe, so erleidet auch das Produkt eine Unterbrechung 
der Stetigkeit, und zwar an derselben Stelle wie der diseontinuirlicbe 
Faktor. Sind aber mehrere diseontinuirlicbe Faktoren vorhanden , so 
braucht das Produkt nicht nothwendig discontinuirlich zu sein; so sind 
z. B. tanx und x cotx beide discontinuirlich, ihr Produkt ist es aber nicht. 



Capitel IV. 
Die Quadratur der Funktionen. 

* 

§> 18- 

Die Flächen und körperlichen Räume als Gränzwerthe betrachtet. 

I. Eine der elegantesten Anwendungen der Lehre von den Gränzen 
der Funktionen bildet die Bestimmung der Fläche, welche von irgend einer 
ebenen Curve, zwei Ordinaten derselben und der Abscissenachse begränzt 
wird, also das Problem der sogen. Quadratur krummer Linien. Denken 
wir uns nämlich zur Veranschaulichung des eben Gesagten eine beliebige 
Curve, Fig. 8, deren Gleichung y == f\x) sein möge, und zwei bestimmte 
Abscissen OA = a und OB, welchen die beiden Ordinaten AP=f(a) 
und BQ = f(b) entsprechen, so ist unmittelbar klar, dafs die über der 
Strecke AB = b — a stehende Fläche ABQP in irgend einem Zusam- 
menhange mit der gegebenen Curve und den Abscissen a 9 b stehen niufs 
und man könnte daher die Bestimmung der Gröfse jener Fläche zur Auf- 
gabe machen. Diese für die gesammte höhere Mathematik wichtige Auf- 
gabe ist eben das Problem der Quadratur einer gegebenen Curve. 

Um zunächst die Aufgabe etwas zu vereinfachen, denken wir uns den 
Anfangspunkt der Coordinaten nach dem Punkte A verlegt, so dafs nun- 
mehr etwa y = <p(x) die Gleichung der Curve wäre , und setzen die will- 
kürliche Strecke AB = x, wodurch das Problem auf die Bestimmung 
der über der Abscisse x stehenden Fläche einer Curve zurückgeführt wäre. 
Es ist nun leicht , ein Milte) zur näbepungsweisen Berechnung dieser 

Seftlftmilcli Analyai» I. zweite Aull. 4 
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Fläche zu entdecken. Theilen wir nämlich die Abscisse AB ssx in eine 
gröfse Anzahl gleicher Theile und errichten in dem Endpunkte jedes sol- 
chen Theiles eine Ordinate, so zerfällt die Fläche ABQP in eine gleich- 
grofse Anzahl von Streifen, deren Breite um so geringer ausfällt, je grö- 
fser die Anzahl jener Theile ist. Mit einiger Aufopferung von Genauig- 
keit könnte man nun jeden solchen Streifen als Rechteck ansehen, hier- 
nach seine Fläche berechnen, und die Summe aller dieser Flächen als 

> 

einen Näherungswerlh der Fläche ABQP bezeichnen. Dieser Gedanke 
ist sehr leicht zu realisiren , sobald man nur eine bestimmte Bezeichnung 
einfuhrt; setzt mau die Anzahl der Theile = w und nennt 6 einen solchen 
Theil, also • ■ 

so ist AP = <p{0) die Höhe des ersten Rechtecks, die. Hohe des zweiten 
Rechtecks würde die zur Abscisse 6 gehörige Ordinate, also q>{6) sein, 
das dritte Rechteck hat zur Höhe die der Abscisse 25 entsprechende Or- 
dinate tp{2ö) u. s. w.; die Summe aller Rerhleckc ist demnach 
Ö <p{<\) -f- 6 <p(ö) -|~ 6 a>(2d) + . . . -J- 6 1 ö) 

oder 

S n = ö [q>(0) -f- <p{6) + 9(2 ö) + . . . + <p(n~i 6)), 
wobei wir S n als blofses Abkürzungszeichen für die obige Rechteckssumme 
benutzt habeu. 

So gewifs nun auch diese Rechteckssuinme S n die ungefähre Gröfse 
der Fläche ABQP angiebt, so ungewifs ist der Grad von Genauigkeit, 
welchen diese Angabe besitzt, und es bedarf daher noch einer besonderen 
Untersuchung darüber, ob man durch eine fortwährende Vergröfserung 
der Theilzahl n sich der Fläche ABQP so weit nähern kann, als man 
will, oder ob die Annäherung, welche in der obigen Formel liegt, nur 
bis zu einem bestimmten Grade der Genauigkeit gelrieben werden kann. — 
Setzen wir die Curve als stetig verlaufend von P bis Q voraus, so lafsl 
sich die Differenz je zweier benachbarten Ordinalen kleiner als jede belie- 
bige Gröfse X machen, weil es durch hinreichende Vergröfserung der Zahl 
n jederzeit möglich ist , die Ordinaten einander so nahe zu rücken . als es 
nur verlangt wird. Hat man nun n so grofs genommen, dafs sämmtliche. 
Ordinal endifferenzen weniger als die wiltkührlich kleine -Linie X betrageir, 
so schneide man X von dem oberen Endpunkte jeder Ordinate ab, einmal 
auf der Ordinate, das andere Mal auf deren Verlängerung, und ziehe durch 
jeden so erhaltenen Punkt eine Parallele zur Abscissenacbse, jSo z. B. 
stellt in Fig. 9 FGNM einen der Streifen aus Fig. 8 dar, dabei ist 
ML = ML' = X genommen und LK \\ 11K' || FG: vermöge der Voraus- 
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setzung, dafs die Ordinatendifferenz GN — FM<£X ist, fällt buh der 
Bogen MN in das Rechteck LKKL und es gilt die Ungleichung 

FGItL' > FGNM > FGKL. 
Wenden wir diefs auf jeden der vorhandenen Streifen an, die wir ..der 

Reihe nach mit t 1 , t 29 t s , 1 % bezeichnen wollen, so ergeben sich 

folgende Ungleichungen: 

* [9(0) + A] > t % > S [ 9 (0) - A] 

* [9>ffl + X) > / a > ö [<p{6) - X] 
* M**) + A] > f 3 > a [<p(2d) ~ A] 



ö [9>(» — 1 8) + A] :> t n > ä [gpfii— -1 Ä) — A] 
Durch Addition derselben ergiebt sich unter Rücksicht auf No. (2) und 
wegen nd = x 

5 n + xA > T > 5 n — xA 
worin T die Summe aller Streifen, d. b. die Fläche ABQP bezeichnet. 
Aus der vorstehenden Ungleichung folgt aber leicht 

Xx ;> T — S n > — Xx 
und hieraus gehl hervor, dafs sich die Differenz T — S n kleiner als jede 
angebbare Zahl machen läfst , weil A beliebig klein angenommen und folg- 
lich auch Xx beliebig klein werden kann. Dieses Ergebnifs sagt mit an- 
deren Worten, dafs T der Gränzwerth von S n ist, wenn man n ins Un- 
endliche wachsen läfst, wodurch S ins Unendliche hinab verkleinert wird; 
wir haben demnach die Formel 

(I) T = Lim |a [9(6) + tfÜ + VW) +•+ 9(^1 *)]( 
oder auch 

x - [*o> + 9$ + ^(t) + • ■ • + K^)]! 

(I. Es bedarf nur einer geringen Modifikation der geometrischen 
Deutuug, nm die obigen Betrachtungen auf den Fall anzuwenden, wo es 
sich nicht mehr um die Quadratur einer Curve, sondern um die Berech- 
nung eines körperlichen Raumes, d. h. um die Cubatur einer Fläche han- 
delt. Denken wir uns OX, OY, OZ (Fig. 10) als rechtwinklige Coor- 
dinatenachsen , dazu eine Fläche und zwei Ebenen, welche in den Entfer- 
nungen OA = a und OB=zb parallel zur Coordinatenebene YOZ gelegt 
sind , so liegt zwischen den Coordinatenebenen XOY, XOZ, den beiden 
Parallelebenen APU, BQV und der Fläche PQVU ein körperlicher 
Raum (AUVBQP)* dessen Gröfse sich auf folgende Weise bestimmen 
läfst. Man denke sieb zuuäcbst A als Anfangspunkt der Coordinaten, 
AX als Abscissenachse , und nenne tp{x) die Fläche des Querschnittes, 

4* 



(2) T = Lim 
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welcher entsteht, wenn man im Endpunkte des x eine Ebene senkrecht 
auf AX errichtet [also z. B. für AB = x, Fläche BQV= <p(x)], so 
kann man das gesuchte Volumen zunächst in eine Reihe von Schichten 
zerlegen, die sich nähemngsweis als Cylinder ansehen lassen. Jüan theilt 
nämlich AB—x in eine beliebige Anzahl gleicher Theile und legt durch 
jeden Tbeilpunkt eine Ebene senkrecht auf AB; heifst n die Anzahl dieser 

x 

Theile und 6 = - ein solcher Theil , so sind die Flächen der entstande- 

n 9 

nen Querschnitte: APU=zq>(Q), dann <p(d), q>(2ö) etc. und wenn man 

die n Schichten des Volumens als Cylinder mit den Grundflächen 9>{0), 

<p(d), a)(2d), .. . <p(n — 1 d) und der gleichen Höhe 6 berechnet, so wäre 
das gesuchte Volumen nähemngsweis 

S 9 = d>(0) -\- 6<p($) -f d<p(2S) + . . . + öq>(n — l ö) 

Ist nun der Querschnitt g>(x) eine stetige Funktion der Abscisse x, so 
läfst sich die Differenz zweier benachbarten Querschnitte kleiner als jede 
beliebig kleine Fläche A machen ; letztere nehme man willkübrlich an und 
denke sie sich ringförmig um die einzelnen Querschnitte gelegt, einmal 
nach Aufsen (additiv), das andere Mal nach Innen (subtrakliv) ; im ersten 
Falle lassen sich über den um A vermehrten Querschnitten Cylinder von 
der gemeinschaftlichen Höhe ö bilden , welche die Schichten des körperli- 
chen Raumes umschliefsen , mithin gröfser als letztere sind, im zweiten 
Falle erhält man zu kleine Cylinder. Es bleiben nunmehr die früheren 
auf Ungleichheiten basirten Schlüsse dieselben, wenn man unter t t , / 2 , ... 
t n die Volumina der einzelnen Schichten, unter T das gesuchte Volumen 
und unter S n die Summe der Cylinderräume versteht, welche über den 

Querschnitten g?(0), <p{8), 9>(2d), <p{n — t S) mit der gemeinsamen 
Höhe S construirt sind. Die Formeln (1) und (2) gelten daher aueh gleich- 
förmig für die neuen Bedeutungen von T und tp. 

III. Abgesehen von dem geometrischen Sinne der vorigen Betrach- 
tungen, ist auch an sich unmittelbar klar, dafs der Gränzwerth des Aus- 
druckes 

eine Funktion von x sein wird , welche mit der gegebenen Funktion q>(x) 
in einem bestimmten Zusammenbange steben mufs. Diese neue Funktion 
könnte man die Quadratur der gegebenen Funktion nennen und sie 
mit Q<p(x) bezeichnen, wobei man sich nur zu merken hat, dafs hier Q 
kein Faktor, sondern ein Operationszeichen ist. Demnach wäre jetzt die 
Gleichung 
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(3) <> **) = IM jf [*0) + 9 g) + ,(Hf) + .-..+ <P^-)]\ 

einfach die Definition des Symboles Q<p(x) mit Verschweigungr der geome- 
trischen Betrachtung , welche auf die Erörterung des rechter Hand ste- 
hendeu Gränzwertfaes hinführte. 

§. IS. 
Die Quadratur der Potenz. 

Wenn es sich darum bandelte , Q(^) zu bestimmen , so wäre nach 
No> (2) 

*»> = «. [o, + g)> + gfy + . + (O^j 

und hier müssen wir p als positive Gröfse voraussetzen , weil sonst 0^ 
unendlich werden würde. Es ist bei dieser Annahme zugleich kürzer 

«*, = i* [*" + ^ + »+•■• + »-ty ^ 

oder 

(i) = ^ |" + »* + ä * + +; • • + (— «rj 

weil der Faktor xf* +1 kein n enthält. Um nun den bezeichneten Gränz- 
werth aufeu6nden , wäre es das Natürlichste , zunächst die Summe der 
Zahlenreihe 

fr* 4. 2 ^ + 3^ +...+(« — 

zu ermitteln, diese durch n'*"*" 1 zu dividiren und nachher zur Gränze für 
unendlich wachsende n überzugehen. In der That würde sich dieses Ver- 
fahren in einigen Fällen ausführen lassen ; so ist z. B. nach bekannten 
Formeln 

! + 2 -f 3 -f . . . + (« — !) = 



mithin 



+ + 3V + ...+(„_,). = •(—*)»—*) 

o 



IM H-« + 5 + ... + (« = j) = Um ' J = i 

» 2 2 2 



IM '* + »'+lM^i+ (— ')' = ^ (. ._■)(* 9 = « 

» 8 6 3 

Aber diese Methode hat den Nachlheil, dafs sie um so schwerer aus- 
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fuhrbar wird, je höher die Werthe von p sind., weil dann jene Sum- 
men immer verwickelter ausfallen. Wir benutzen daher ein anderes 
Verfahren. 

Für jedes beliebige ganze positive p und zwei willkührliche Zahlen 
a und b, von denen a die gröfsere sein möge, gilt bekanntlich die 
Gleichung 

(2 > -T=rs- 

deren rechte Seite Summanden enthält. Setzen wir auf dieser 

Seite durchgängig a für b, so wird die rechts stehende Summe zu grofs 
und es ist daher 

Für a = z, & = z — 1, wodurch die Bedingung a y> b für jede positive 
Zahl z erfüllt ist, folgt hieraus 

oder umgekehrt 

(3) * > tTT 2 - 

Setzen wir dagegen in der Gleichung (2) rechter Hand durchgängig b für 
a, so erhalten wir eine zu kleine Summe, nämlich 

— a r ^ r ~ >(,+ «) * 
Für b = z, a = z-f-*> wo nun ebenfalls a^> b, folgt hieraus 

(z -f if +' — > (p -f- 1) ^ 

oder umgekehrt 

Die Ungleichungen (3) und (4) lassen sich iu die folgende zusammen- 
fassen : 

(z-\- - ^ — fr — 1)W 

f* + * " f* + * 

und aus dieser ergeben sich der Keilie nach für z = 1 , 2, 3„ ... (n — i) 
die Beziehungen : 
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3 +> — 2 w+t 2J u + t 1."+' 

_ _ •> 2 U *> - — 

4 ,u+i _ 3/*+« 3^+1 sp+t 

7+1— > 3 * > 

FF« >( ' 

Die Addition derselben liefert sogleich die neue Ungleichung: 

wo man linker Hand die negative 1 weglassen kann , wodurch die Unglei- 
chung stärker wird. Die Division mit giebt jetzt 



_i + SP + ...+.(,.- iy V »J 

und hieraus folgt durch Übergang zur Gränze für unendlich wachsende n, 

und wenn man auf die Gleichuug zurückgeht, so ergiebl sich die Formel 

r .« + 1 

(•) =,+7 

welche somit für alle ganzen positiven n bewiesen ist. 

Für andere als derartige f* macht die Quadratur von je? einige 
Schwierigkeilen, mit deren Uberwindung wir uns um so weniger aul- 
halten wollen , als die späteren Untersuchungen immer nur den Fall eines 
ganzen positiven fi voraussetzen. 



j. 14. 

Quadratur der ExponenzialgröTse , des Sinus und Cosinus. 

I. Für <p(x) = a* haben wir vermöge der Definition des Symboles 
Q<p(x) 

««•) = Lim \ö[a« -f- a* -f a l * + + . . . + 
Giebt man der eingeklammerten Reihe die Form 

\ -f. a * + («*)« + (ä*)». -f • • • + (a*) n " 1 
so erkennt man in ihr eine geometrische Progression , deren Summe 
durch 



Digitized by Google 



56 Cap. IV. Die Quadratur der Funktionen. 

* 

a 8 — 1 ~ a* — i ~~ a 9 — i 
dargestellt wird. Demnach ist jetzt 



6 

n & | 

und wenn man berücksichtigt, dafs sich — ^ — der Gränze la nähert, 
so folgt auf der Stelle 

a* — i 

(,) «.*> = __ • 

Am einfachsten gestaltet sich diese Formel, wenn man für a die Basis der 
natürlichen Logarithmen, also a = e setzt; es wird dann 

(2) fte*) = 

II. Um die Quadratur des Sinus auszufuhren, hat man zunächst 

(3) Q(sinx) 

= Lim 1$ [sin 6 -f- sin 2d -f- sin 5d -|- . . . -f sin(n — i) 8]\ 

Die Summe der eingeklammerten Reihe läfst sich auf folgende Weise fin- 
den ; man bezeichne die unbekannte Summe mit S, multiplizire die nun- 
mehrige Gleichung 

S = sin ö -f- sin 2d -f sin 36 -f . . . -f- sin (n — . 1) 6 
f 

mit 2*ut-d und zerlege rechter Hand jedes doppelte Sinusprodukt in 

eine Cosinusdifferenz [nach der Formel 2 sin AsinB=i cos (A — B) — 
ws(A-\-B% so ist 

1 13 

2 S sin - d = cos -ö — cos -6 

2 2 2 

+ co* ? d — coj ^ d 
' 2 2 

-4- cos - ö — cos -6 
» 2 2 



+ 2« — 3 , 2« — i . 
cos — - — o — co* — o 
2 2 



mithin nach gehöriger Hebung 



_ c .i» i x 2« — 1 

2 5 sin -o = cos -ö — 



2 2 2 

Hieraus findet sich S und vermöge der Bedeutung von S hat man also 
die Summenfonuel 
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(4) sin8 |i«2i + «»3* + ... + sin(n — i)8 

2 sin - 6 
2 

Io der Anwendung auf die Gleichung (5) ist zu berücksichtigen , dafs 
n8 = x, also cos (n — ^8 = cos (n8 — i d^ = cos [x — i dj 
ist, wodurch man erhält 



() {sin x) 



= Zrim <| cos ~ 8 — cos ( x — - 8 | | — - ( 

2 ' 



oder bei Ausführung des angedeuteten Überganges zur Gränze 

Q(sin x) = 1 — cos x 
Es ist nicht schwer, ein etwas allgemeineres Resultat auf demselben Wege 
zu erhalten ; behandelt man nämlich die Funktion sin ux auf ganz dieselbe 
Weise, wie es hier mit stnx geschehen ist, so Gndet man 

1 — cos ctx 

(&) Q (sin aar) = . 

III. Ein ganz ähnliches Verfahren führt zur Kenntnifs von Q(cos x); 
man hat nämlich zunächst 
(6) ' Q(cosx) 

= Lim |d [1 -|~ cos 8 -|- cos 28 -f- cos 38 -f- . . . + cos(n — 1) 8] J 

Bezeichnen wir die Snmme der eingeklammerten Reihe mit S, raultiplizi- 

ren die nunmehrige Gleichung 

S = i -{- cos 8 -f- cos 28 -f- cos 3d -f- . . . -f- cos (n — 1) 8 
I 

mit 2 sin - 8 und zerlegen rechter Hand jedes Produkt in eine Differenz 

zweier Sinus [nach der Formel 2 cos A sin B = sin (A -j- B) — 
sin (A — £)], so folgt 

2 S sin i 8 = 2 sin i 8 
2 2 

-I- sin ~ 8 — sin i 8 
■ 2 2 

-f- «» | d — «>i | d 
• 2 2 

-4- sin \ 8 — sin — d 
2 2 



. .2« — I . .2« — 3 - 

-f- sin — o — — - — o 

2 2 
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und nach gehöriger Hebung 

2 5 sin ~ ö zs=. sin -o -f- sin — ^ — ö 

Hieraus bestimmt sich S, und vermöge der Bedeutung von »S ist datin 
(7) 1 -f- cos 6 -|- cos 2d -|- cos SS + . . . -f- co* (* — *) * 

= [./»i Ä + ^(«_i)«]-J 7 



9 « * 
2 



mithin durch Substitution in die Gleichung (6) 



r l 1 2 ) 

wobei x für gesetzt worden ist. Die Ausführung des angedeuteten 
Gränzenüberganges liefert nun sogleich die Formel 

Q(cos x) = sin x 

Dasselbe Verfahren, auf die Funktion cosax angewendet, giebl die all- 
gemeinere Formel 

(8) Q(cos cur) = ----- . 

Die bisher entwickelten Quadraturen der Potenz mit ganzem positiven 
Exponenten , der ExponenzialgrÖfse, des Sinus und Cosinus sind die ein- 
zigen, welche ohne besondere Kunstgriffe ausgeführt werden können; um 
aber die verschiedenen Mittel zu zeigen, welche in anderen Fällen benutzt 
werden müssen, geben wir noch einige Quadraturen, durch welche zwi- 
schen anscheinend ganz verschiedenen Funktionen ein interessanter Zu- 
sammenhang aufgedeckt wird. 

Quadratur von 1 : (1 -|- x). 

Nach den in §. 8. entwickelten Lehren gelten für die Zahl e die 
beiden Ungleichungen 

\1 



wobei q eine beliebige positive die Einheit übersteigende Zahl bezeichnet. 
Nimmt man von diesen Ungleichungen die natürlichen Logarithmen und 
dividirt beiderseits mit o, so folgt 
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und diese beiden Beziehungen lassen sich übersichtlicher durch 



oder 

(!) / (j-^--) > * > l{\ + z) 

darstellen, wo nun z jeden beliebigen positiven ächten Bruch bedeuten 
darf. Setzt man der Reihe nach 

— - * 6 6 6 

so liefert die vorige Ungleichung folgende Beziehungen: 



Durch Addition derselben ergiebt sieb bei gehöriger Hebung 

/(i + »«) 

Die hier vorkommende Summe ist dieselbe, auf die man bei der Qua* 

i 

\ 

dratur von — r — stofsen würde und für welche dann nöz= x zu setzen 
1 -|- x 

ist; die Ts giebt hier 

'(■ \ - , ') 

>a [l + rjl + + ••• + j + 

/(i + *) 

Für verschwindende a uähern sich die beiden äufsersten Gröfsen der ge- 
meinschaftlichen Gränze t(i -|- *) und der in der Milte stehende Ausdruck 

der Gränze Q ; man hat daher 
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W KiTi) = /(1 + x) 

Hieriu liegt zugleich die Quadratur der gleichseitigen Hyperbel, weil sich 

die Gleichung dieser Curve bekanntlich auf die Form y = t^t_— brin- 

gen läfst. Auch rechtfertigt diefs die früher üblich gewesene Benennung 
hyperbolische Logarithmen statt der jetzigen Bezeichnung natürliche 
Logarithmen. 

Eine weitere Benutzung der Formel (2) wäre die näheruogsweise 
Berechnung der natürlichen Logarithmen 5 denn man weifs , dafs sich der 

Werth von Q ^ ^ » zwar nicht vollkommen genau , aber doch mit 

jedem beliebigen Grade der Genauigkeit direkt nach der Formel 

linden läfst, wenn man nur n grofs genug nimmt 5 daher mufs auch die 
Formel 

/(l + x) 

näherungsweis für grofse n richtig sein. Wie man derartige näherungs- 
weise Quadraturen in einer vorteilhafteren Weise ausführen kann , wer- 
den wir in §. 19. zeigen. 

§. 16. 

« 

Quadratur von 1 : (1 «f" 

Durch Anwendung der bekannten goniometrischen Formel 

, tan A — tan B = Sm ~ ^ 

cos A cos B 

überzeugt man sich leicht von der Richtigkeit der Gleichung 

, , tan (a -f- ß) — tan a sin ß 1 

ß " ß ' cos (a -\- ß) cos a 

Nun ist für einen spitzen Bogen nach §. 9. der Quotient 

—5— r> cos ß 
P 

ferner 

cos (<* -J- ß) = cos « cos ß — sin « sin ß ^ cos a cos ß 

Setzt man also in No. (1) statt des ersten Faktors rechter Hand: cos ß 
und im Nenner statt cos (« -|- ß) blos cos <x cos ß, so hat man den Zähler 
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zu klein und den Nenner zu grofs genommen ; es ist mithin der Quotient 
zu klein, nämlich 

tan(a + ß) — tan et 1 

ß cos*a 

oder 

(2) [tan (a-J-ft — tan et] cos* et > ß. 

Diese Beziehung gestaltet sieh für unsere Zwecke brauchbarer, wenn wir 

(3) tanet = u t tan(a + ß) = w -f d 
setzen, woraus fiir spitze et und ß umgekehrt folgt 

a = Arctan u, « -f- ß = Arctan( u -f- 6) 

mithin 

(4) ß = Arctan (u -\- i) — Arctan u 

Substiluiren wir die Werlhe aus (3) und (4) in No. (2) unter Berücksich- 
tigung der Gleichung » 

so folgt anf der Stelle die Beziehung 

(5) — i — x y> Arctan (u 4- 6) — Arctan u 
' 1 -f- m" ' ■ 

Um zu einer zweiten und ähnlichen Relation zu gelangen , gehen wir von 
der identischen Gleichung aus 

tan et — tan (et — ß) sin ß i 

ß • ß cos a cos (et — ß) 

und setzen rechter Hand die Einheit an die Stelle des ersten Faktors und 
zugleich cos et für cos(a — ß); hierdurch ist der erste Faktor zu grofs 
und der Nenner zu klein geworden, folglich die rechte Seite zu grofs, d. i. 

tan et — tan (et — ß) 1 

ß cos*a 

oder 

[tan et — tan (et — ß)] cos*et <C ß 

Wir führen hier die neue Bezeichnung ein 

tan et = u , tan (et — ß) = u — 6 

mithin 

et = Arctan u, et — ß = Arctan (u — d) 
ß = Arctan u — Arctan (u — ö) 

dann geht die obige Ungleichung in die folgende über 

(6) -— i — - <C Arctan u — Arctan (u — ö) 

Die Ungleichungen (5) und (6) lassen sich jetzt in die folgende übersicht- 
lichere zusammenfassen 
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Arctan u — Arctan (u — d) ^> — -j— — ^> Arctan (« -|- d) — Are tan u 

und wenn man jelzt für u der Reibe nach 0, d, 2d, 3d, ... »-Ii 
setzt, so folgt durch Addition aller so entstehenden Ungleichungen 



Aman (/?— i d) — Arctan (— d) > 

! + t-fftuji t- i+( 3 d)» T + t+iZZTii)* 

^> Arctan («d) — Arctan 0 

oder für nd = x und unter Rücksicht auf die Gleichung Arctan ( — d) = 

— Arctan d 

Arctan (x — d) -|- Arctan d ^> 

r i i i i "i 

S l* + ,-+15 + , + (2 4)* + 1 +(3Ä)* + ••■ + , a) ,J 

2> Arctan x 

Für verschwindende d gehen die beiden aufs ersten Gröfsen in Arctan x 
über und die in der Mitte stehende Summe giebt die Quadratur von 

— r — «; wir haben daher die sehr bemerkenswert he Formel 

( 7) Ki~+V) = Arctanx - 

Hiervon liefse sich eine Anwendung zur Berechnung von Kreisbögen ma- 
chen, deren Tangenten gegeben sind; wenn nämlich statt d sein Werth 
x 

- gesetzt und n ziemlich grofs genommen wird , so mufs die Formel 

Arctan x 

wenn auch nicht streng, so doch wenigstens näherungsweis richtig sein; 
für ,T = i hätte man z. B. 

Arctan 1 = \ 
4 

und zwar um so genauer, je gröfser n ist; man müfsle ihm jedoch ei- 
nen sehr ansehnlichen Werth ertheilen, wenn eine erhebliche Genauig- 
keit erzielt werden sollte. 
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§. 17. 
Quadratur von (1 — **)" ^. 

Durch Anwendung der bekannten goniometrischen Formel 



A + B . A — B 
= 2 cos — stn 



sin A — sin B = 2 cos 1 — sin 

2 2 

findel man ohne Mühe 

sin-ß 

sin (a + ß) — sin « / . 1 \ 2 P 
? = cos + -ßj 

Da rechter Hand der erste Faktor weniger als cos et und der zweite Fak- 
tor weniger als die Einheit beträgt, so hat man 

sin (« -J- _ jfr g 

CO* K 

P 

oder 

(1) Jl * ( a + — *«* « ^ * 

co* a 

Dieser Beziehung geben wir dadurch eine andere Form , dafs wir 

sin et = u , (et -\- ß) = w -|- 8 

mithin 

et = Aresin u, et -\- ß = Aresin (u 4- 8) 

« 

ß == Aresin (u 8) — Aresin u 

srizen; unter der Bemerkung, dafs jetzt cos et = V \ — sin*a = 

= V\ — u* ist, geht die Ungleichung (1) in nachstehende über: 

8 

(2) — — <; Aresin (u -\- 8) — Arcsm u 
*^ i ■ ?^ 

Zu einer ganz ähnlichen Beziehung gelangt man dadurch, dafs man von 
der identischen Gleichung 

sin a — sin (et — ß) f 1 a \ 2 P 
-.—LI = tos [a ß ) 

2^ 

i 

ausgeht und für die beiden Faktoren rechter Hand zu kleine Werl he ein- 
setzt. Da nun cos (et — ß) mehr als cos et beträgt, so ist 

cos et -f- cos (a — ß) y> 2 cos « 

oder 



2 cos ^et — i cos ~ ß ^> 2 cos « 



also 
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cos 



Da ferner nach den Lehren des §. 9. die Ungleichung 

i. 

!> cos - ß 

statt findet, so folgt jetzt durch Substitution der zu kleinen Werthe 

sin u — sin (a — ß) ^ 

r: — — *> COS Ct 

ß 

oder 

sin a — sin (a — ß) . _ 
i ^> ß 

cos a 

Diese Ungleichung geht vermöge der Substitutionen 

im et = u f sin (a — (S) = u — 8 
ct — Aresin u , ct — ß = Aresin (u — 6) 
in die folgende über 

6 

(5) — Aresin u — Aresin (u — J) 

V \ — 

Die Ungleichungen (2) und (3) stellen wir in der übersichtlicheren Be- 
ziehung zusammen: 

a 

Aresin (m + A ) — Aresin u >> ^ ^ >• Aresin u — Aresin (u — 9) 

Vereinigen wir durch Addition alle diejenigen Ungleichungen, welche aus 

der vorstehenden für u = 0, d, 2 A , 3 A , ... n — ld folgen, so ist bei 
gehöriger Hebung 

Aresin (nS) — Aresin 0 ^> 



^> Aresin (n — 1 A ) — Aresin ( — 5) 

oder für n5 = a; und unter Berücksichtigung von Aresin ( — d) = 
— Aresin ö 

Aresin x > 

^> Aresin (x — ö) -|- Aresin 6 

Bei verschwindenden A erhalten die äufsersten Grofsen den gemeinschaft- 
lichen Gränzwerth Aresin x und der Gränzwerth des mittleren Ausdrucks 
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ist ; wir gelangen somit zu der interessanten Beziehung 

(4) Q f „ * — | — Aresin x 

Man könnte dieselbe zur näherongsweisen Berechnung eines Bogens ver- 
wenden, dessen Sinus x gegeben ist; denn für grofse n müfste näberungs- 
weis die Gleichung 

Aresin x 

gelten ; in dem speziellen Falle x = 1 gäbe diefs wieder eine Formel zur 
Berechnung der LudolptTschen Zabl. 

§. 18. 

Quadratur zvwamraengwebrter Funktionen. 

I. Es kann häufig vorkommen, dafs eine Funktion aus mehreren 
anderen Funktionen zusammengesetzt ist, deren Quadraturen, einzeln ge- 
nommen, ausgeführt werden können; es entsteht dann die Frage, wie 
man die Quadratur der zusammengesetzten Funktion aus den Quadraturen 
ihrer einzelnen Beslandtheile zu bilden habe. Denken wir uns z. B. f{x) 
auf die Weise aus <p(x) und ty(x) zusammengesetzt, dafs 

(1) ß*) == A<p(x) + Bq(x) 

ist, wo A und B beliebige Constanten, q>(x) und y(x) ein paar beliebige 
Funktionen von x bezeichnen, so wäre die Frage, wie man Q/{x) findet, 
wenu Q<p(x) und Qy(x) bekannt sind. Nach der obigen Gleichung 
ist nun 

* UV) +A*) + yi**) + • • • +/^ r " 1 *)] 

= d [Aq>{0) -f By(0) + A(p(8) -f By{8) + A<p(2d) 4 /ty(2d) -f . . . 

. . . + A<p{n~^i S) + By{n~^l 6)] 
wobei man die rechte Seite auch unter der Form 

A . 6 [>(0) -f <p(6) 4 <p(2d) + . . . -f- <p(n— i 6)] 

+ B .ÄWO)+#) + «8*) + ... + trtJ^l *)] 
darstellen kann. Setzt man überall ni = x und geht darauf zur Gränze 
über, so ergiebt sich auf der Stelle die Formel 

(2) Qfix) = A . Qq>(x) -f B . Qy(x) 
oder vermöge der Gleichung (1) 

(3) Q [A . q>(x) + B . = ^ . Q<p(x) + . 
und hiermit ist die obige Frage beantwortet. 

ScklßmtUk Analyst» 1. «weite Aufl. 5 
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Ware überhaupt allgemeiner 

J[x) = A l q> i (x) + ^a<P*(*) + • • + 4 m <p m (x) 
so würde man durch ganz dieselbe Betrachtung wie vorhin leicht linden 

QJ[x) = A x . Qqt^x) + A 2 . Qtp^T) + . . . + A m . Q<p m (x) 
oder vermöge der Bedeutung von f(x) 

(4) Q \4 X <PM) + 4 % <p % {x) + . . . + A m <p M {x)] 

= • Q<Pi{*) + A • ^9> 2 (*) + • • • + - 4 m • Q*f>J*) 
So einfach dieses Theorem ist, so brauchbar zeigt sich dasselbe in vielen 

Fällen. Um z. B. die Quadratur von 

I -*« 
1 — x 

zu bewerkstelligen, bedarf es nur der Bemerkung, dafs dieser Ausdruck 
die Summe einer geometrischen Progression darstellt; man hat dann 

«(Kr?) = Q(*° + **+** + ••• +*""*) 
= <?(*°) + <?(**) + (»(*«) + • + ) 

= t + 2" + r + ** + r 

Andere Beispiele bieten die Quadraturen von cos* x, sin* x elc. dar. 

II. Setzt man in der Formel (3) A=z — 1 und B = 0, so ergiebt 
sich die Gleichung 

(5) Q [- <?(*)] = - Q<p(x) 

deren Sinn sehr leicht in Worte gefafst werden kann. Wir haben uäm- 
lich bisher immer stillschweigend vorausgesetzt, dafs die Ordinalen der zu 
quadrirenden Curve oberhalb der Abscissenachse, d. h. nach der positiven 
Seite der Ordinalenachse hin conslruirl waren, und in diesem Falle lag 
auch die Fläche Q<p[x) oberhalb der Abscissenachse. Sind dagegen die 
Ordinalen negativ, so fällt die zu berechnende Fläche unter die Abseissen- 
achse; die Gleichung (5) sagt nun, dafs derartige Flächen als negativ an- 
zusehen sind , wenn man die Flächen der ersten Art als positiv betrach- 
tet; mit anderen Worten also: negativen Ordinalen entspricht eine nega- 

* 

live Fläche. 

Wären nun die verschiedenen Ordinalen, welche man innerhalb des 
Intervalles 0 bis x 9 also auf der Strecke AB (Fig. 8) errichten kann, 
theils positiv thcils negativ (wie z.B. wenn die Curve die Achse der x 
durchschneidet), so besteht die Fläche aus einem positiven und einem ne- 
gativen Theiie und die für Q<p(x) gellende Formel giebt dann die algebrai- 
sche Summe dieser Theiie, d. h. die Differenz der absoluten Gröfsen die- 
ser Flächen. So bat man z. B. 

Q {cos n) = sin n = 0 
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und dicfs bedeutet weiter oichts, als dafs die über der Abscisse n stehende 
Fläche der Curve y = cos x aus zwei gleich grofsen (sogar congruenten) 
Theileo von entgegengesetzter Lage zusammengesetzt ist, was man durch 
Construktion leicht bestätigt finden wird. Wollte man die Gröfse eines 
solchen Tbeiles bestimmen, so mufs man in der für Q(cosx) geltenden 

Formel # = ^*c setzen und bat dann Q^co^in;^ = l. Aus diesen 

Bemerkungen ergiebt sich noch eine Regel für den praktischen Gebrauch 
der Quadraturenformeln. Weil es nämlich meistentheils darauf ankommt, 
die absoluten Werthe der Flächen zu bestimmen , so mufs man das Vor- 
kommen negativer Ordinalen vermeiden; diefs kann entweder durch eine 
passende Veränderung des Coordinatensystemes , oder dadurch geschehen, 
dafs man die gegebene Fläche in einzelne Fläcbeu zerlegt, von denen jede 
nur positive oder nur negative Ordinalen enthält, diese einzelnen Flä- 
chen berechnet und sie säramüich als positiv ansieht. 

III. Wenn die Differenz <p{x) — ift(x) immer positiv ist, so bat 
auch die Quadratur 

(6) Q[<p(x) — K*)] <= Qrfx) — <?tK*) 

den vorigen Bemerkungen zufolge einen positiven Werth, d. h. mit ande- 
ren Worten: 

(7) für rt*)>tf*) ist (M*) >(W*) 

Ebenso würde für den Fall, dafs g>(x) — tp(x) stets negativ wäre, auch 
die in (6) verzeichnete Quadratur negativ sein oder 

(8) für < t(x) ist Qtp(x) < Qy(*) 

So einfach diese Sätze sind , so läfst sich doch häufig ein sehr vorteilhaf- 
ter Gebrauch von ihnen machen; aus cosx folgt z. B, nach No. (8) 
sogleich sin x<^x, ebenso giebt die leicht zu erkennende Ungleichung 

durch Quadratur auf der Stelle die neue Beziehung 

x 2> Arctan x ^> x — - x 3 

3 

♦ 

Gröfsere Anwendungen dieser Art werden wir in der Folge zeigen. 

§. 19. 

Näherungsweise Quadrataren. 

I. Wenn es nicht glücken will, den Gränzwerth zu bestimmen, 
welchem sich der Ausdruck 

* [9(0) + + 9>(2d) + • • • + iK^i *)] 

s = £ 

n 
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für verschwindende d nähert, so bleibt nichts übrig, als die wirkliche nu- 
merische Berechnung, indem man, sobald x gegeben ist, die Zahl n ziem- 
lich grofs willkührlich annimmt und die oben angedeuteten Rechnungsope- 
rationen ausführt; man erhält dann ein um so genaueres Resultat, je grö- 
fser ji gewählt wurde. Bezeichnen wir der Kürze wegen die Ordinalen 
9>(°)> 9>(2£) etc. mity 03 y x , y t , ... und die über der Abscisse x 
stehende Fläche mit F x , so ist also näherungsweis . 

(1) F* = <?*(*) , 

n 

und hierbei sind nach §. 12. die einzelnen Streifen der Fläche als Recht- 
ecke augesehen. 

Es erhellt nun unmittelbar, dafs man ein genaueres Resultat erhalten 
wird, wenn man die einzelnen Streifen als Trapeze ansieht, was im 
Grunde darauf hinauskommt, einen kleinen Bogen mit seiner Sehne zu 
verwechseln. Bei dieser Berechnung wird 

2 2 2 2 

x 

oder bei Vereinigung aller gleichartigen Gröfsen und wegen 6 = - 

(2) F x = Q<p{x) 

— ?[s*© + yi + *• + ••• + *•-• + 5*»] 

II. Ein noch genaueres Resultat läfst sich dadurch erreichen, dafs 
man die Bögen, welche drei auf einander folgende Ordinatenendpunkle 
verbinden, als Parabelbögen ansieht und sich demnach die Fläche aus 
Theilen zusammengesetzt denkt, welche für sich betrachtet, von Parabeln 
begränzt werden. Zu einer für diese Voraussetzung geltenden Formel 
führt folgender Weg. 

Nennen wir p den Parameter einer gewöhnlichen Parabel, nehmen 
wir ihre Achse zur Ordinatenachse und die Tangente im Scheitel zur Ab- 
scissenachse , so ist die Gleichung der Curve 

y = — = -x 2 

P P 

Die über der Abscisse x stehende Fläche ist demnach 



•G-) ->«">->? 



woraus sich leicht der von Archimedes gefundene Satz über die Fläche 
der Parabel ableiten läfst. In Fig. 11 sei nun B der Scheitel unserer Pa- 
rabel, BV ihre Achse, 
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BL =u, LL' = L'L" = £ 
»In in ist uach dem Obigen 



die Fläche BLP = — 

3p 

und die Fläche BLP' = ( " + 2c)3 

5p 

lin durch Subtraktion der kleineren Fläche von der gröfseren 
Fläche LL'P'P = (« + 2«) 3 — * 8 

= -£ ! ! 

3 P 

wofür mau auch schreiben kann: 

Fläche LL'P'P = ^ [~ + 4 ^ + (l< + 2g)a ] 

Bezeichnen wir die drei Ordinalen LP, L P', LP' der Reihe nach mit 
v 3 v, v", so finden vermöge der Gleichung der Parabel die drei Be- 
ziehungen 

t , _ ** „> _ (« + 0* » _ (« + 

I» — — , v — — , v 

P p p 

stall, vermöge deren die vorherige Formel in der eleganten Gestalt 

Fläche LL'P'P = i « (r + 4 r + i ") 

dargestellt werden kann. Legen wir durch einen willkürlichen Puokt O 
die Geraden ÖX|| BIJ, OY\\ BV, betrachten dieselben als Coordiaaten- 
achsen und setzen 

OA = ff, JB ~ b 

0Jf=|, 0Af=:|-ft, OM =| + 2c 
MP = V , tfpr^ri, M"P'=ri' 
so findeu zwischen *j und w die Beziehungen 

V = IQ b, V = l/ by V' = l/' b 

stall; ferner besteht die Fläche MM'P'P aus dem Rechtecke LMM'L" 
uud der vorhin berechneten Fläche LL'P'P und mithin ist 

Fläche MM'P'P = 2*A + i « — * -|- 4 (i/— A) -f »/' — A] 

oder bei gehöriger Reduktion 

(3) Fl. MM'P'P = i,(, + 4i'+1 # ) 

Man kann diese Betrachtungen leicht umkehren. Sind nämlich drei Punkte 
P, P', P" durch die drei Coordinatcn £ und ij, | + « und »/', £-J-2« 
und 17" bestimmt, wobei alle fünf Gröfsen wilJkübrlicb gewählt werden 
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dürfen, so kann man durch jene drei Punkte immer eine Parabel legen, 
deren Achse den Ordinaten parallel läuft. Denn die Gleichung dieser Pa- 
rabel wäre unter der letzten Voraussetzung 

y — b = — 

P 

und da diese Gleichung gelten mufs , wenn man der Reihe nach x = {, 
£ + und # = 17, ri\ r\' setzt, so erhält man hierdurch drei 
Bedingungsgleichungen, aus welchen sich die Coordinaten o und b des # 
Scheitels sowohl, als der Parameter p bestimmen lassen. Man kann da- 
her sagen : Wenn durch die Endpunkte der drei um £ von einander ent- 
fernten Ordinaten rj , 17', 17" eine Parabel gelegt wird , so ist die Fläche 
des zwischen «} und 1?" enthaltenen Streifens 

= ^ f + *n + n) 

Die Anwendung hiervon macht sich leicht, wenn man die zu bestimmende 
Fläche Q(p(x)= ABQP (Fig. 8) in eine gerade Anzahl von Streifen 
zerlegt, dfe Breite eines solchen Streifens c nennt und für 17, 17', 17" die 
Ordinaten der gegebenen Curve substituirt. Sei also für ein beliebiges 
gerades m 

^ C m m 

und mögen y 0 , y l9 y 8 etc. die Ordinaten 9(0), g\'2«), g>(3t) 
etc. heifsen; es ist dann 

= Q<p(x) = i £ (y 0 + 4y t + y 2 ) 

+ 3 £ (y* + 4y 8 + y 4 ) 
1 

+ g* Cy 4 + 4y* 4-^) 



und bei gehöriger Vereinigung der gleichartigen Gröfsen 
(5) F s = <?9<jr) 



3 

+ *(y a + y* + y« + • • • + y»*-*)] 

In der Praxis ist diese durch einen erheblichen Grad von Genauigkeit 
sich auszeichnende Formel unter dem Namen der Simpson 'sehen Regel 
bekannt. 
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Um ein inleressanles Beispiel zu haben, wollen wir die in der Curve 
1 

y~Y+~x* ühcr (lci ' Abscisse r — i stehende Fläche berechnen, von 

welcher wir den Beirag Arctun 1 = bereils auf direktem Wege ken- 
nen gelernt haben; es ist dann 

1 1 1 

//o — ~r > .Vi — 



1 



i + (2.)» - f 



+ er 

ii. s. w. 

oder wenn wir iw = 10 setzen, bei numerischer Berechnung 

y n = i.o » .y, 0 = 0,5 

¥i = 0,9900990, 



y % = 0,9174312, 

!/ b = 0,8 

y 7 = 0,6711409, 



y<t = 0,9615384 
y 4 = 0,8620690 

m 

y 6 = 0,7352940 
y 8 = 0,6097561 



y 9 = 0,5524861 , 
Wollte man mittelst dieser Ordinalen nach Formel (1) reebnen, so wäre 
die gesuchte Fläche für » = 10 und ,r= 1, 

1 

j5 [y<> + Ui + + • • • + // J 

= 0,70998147 
was aber von dem wahren Werthe 

1 

-n = 0,78539816 . . . 
4 

noch bedeutend abweicht. Nach Formel (2) ist dieselbe Fläche 

Tö + y » + y * + •••+*• +s*io] 

= 0,78498147 

was schon besser übereinstimmt; nach der Simpsoti'schen Regel endlich 
hat jene Fläche den Werth 

1 |~* * 

30 + 2^io + 4(^1 + .y 8 + • • + y 9 ) 

+ + y 4 + + //8)J 

= 0,78539813... 
welcher dem wahrcu Betrage sehr nahe kommt. 
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C a p i t e 1 V. 

Bestimmung der Natur der Funktionen aus gege- 
benen speziellen Werthen derselben. 

§. 20. 

Form der hieher gehörenden Aufgaben. 

Bisher setzten wir die Natur der Funktionen, welche wir betrachte- 
ten, jederzeit als bekannt voraus, d. h. wir nahmen an, dafs bei der Auf- 
stellung einer Gleichung von der Form y = f(x) die Rechnungsoperationen 
bekannt seien, mittelst deren man zu jedem .r das zugehörige y finden 
könnte. Es liefse sich diese Betrachtungsweise aber auch umkehren, in- 
dem mau die Aufgabe stellte, eine Funktion zu finden, welche diesen 
oder jenen Bedingungen genügte; bei dieser Aufgabe würden demnach 
nicht Zahlen, wie in der Algebra, sondern Rechhungsoperationen das 
Unbekannte und Aufzusuchende sein. Was nun die Bedingungen anbe- 
langt, deneu eine zu bestimmende Funktion genügeu soll, so können diese 
hauptsächlich unter zwei Gesichtspunkte gebracht werden; sie bestehen 
nämlich entweder darin, dafs eine Anzahl spezieller zusammengehöriger 
Werthe von x und y gegeben ist, welche in die Funktion passen sollen, 
oder darin, dafs der unbekannten Funktion im voraus gewisse Eigenschaf- 
ten vorgeschrieben werden ; diese beiden sehr verschiedenen Bestimmungs- 
weisen der Funktionen sollen den Inhalt dieses und des nächsten Capi- 
tels bilden. 

Die Frage, mit der wir uns jetzt zu beschäftigen haben, würde dem- 
nach lauten: welcher Art mufs der Zusammenbang zwischen der unab- 
hängigen Variabeleu x und der abhängigen Variahelen y sein, damit für 
gegebene spezielle Werthe von x, etwa für x = x t9 x i9 ar 3 , ... x n , 
ebensoviel entsprechende und gleichfalls gegebene Werthe von y , etwa 
y = y l9 y 29 y Z9 ... y H9 herauskommen sollen? — Es ist zuvörderst 
nicht schwer, die geometrische Bedeutung dieser Frage einzusehen. Den- 
ken wir uns nämlich x x und y l9 .r a und y % etc. als rechtwinklige Coor- 
dinaten gegebener Punkte P„ P a , .. . P n9 so mufs die Curvc, welche die 
gesuchte Gleichung geometrisch darstellt, offenbar durch die gegebenen 
Punkte P, , P % , ... P n bindurchgehn und es ist demnach jenes analyti- 
sche Problem mit der geometrischen Aufgabe, durch gegebene Punkte 
eine Curve zu legen, völlig einerlei. 

Man wird leicht bemerken, dafs in dieser Fassung die Aufgabe noch 
sehr unbestimmt bleibt , da es sehr viele und ihrer Natur nach durchaus 
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verschiedene Curven geben kann, welche durch die nämlichen vorgeschrie- 
benen Punkte hindurchgehen. So z. ß. lassen sich durch drei gegebene 
Punkte ebensowohl eine Parabel als ein Kreis legen; wäreu etwa diese 
drei Punkte durch die Coordinalen 

*i=0> Vi = 

*% = y 2 = 13 
x 9 =9, y 3 = 15 

bestimmt, so würde man als Gleichung der Parabel: 

U 30 '30 ^ 
uud als Gleichung des Kreises finden : 

y = V x * -f 144 
Abstrahirl man jetzt von der geometrischen Abkunft der beiden Gleichun- 
gen, so hat man iu ihnen zwei verschiedene Funktionen, welche den oben 
aufgestellten Spezialwerthen genügen. 

Um nun die Unbestimmtheit, welche in der allgemeinen Fassung des 
Problemes liegt, zu vermeiden, wollen wir letzteres beschränken , indem 
wir die gesuchte Funktion als eine algebraische ganze und ratio- 
nale voraussetzen. Da die Auflösung unseres Problemes offenbar nur 
durch besondere Eigenschaften der algebraischen ganzen und rationalen 
Funktionen möglich ist, so haben wir zunächst über diese einige Betrach- 
tungen anzustellen. 

* 

§. 21. 

Wichtigste' Eigenschaften der algebraischen, ganzen und rationalen Fuuktiuuen. 

Wenn y eine algebraische ganze und rationale Funktion von x ist, 
so bat man bekanntlich nach der in §. 3. gegebenen Definition 

(1) y = J 0 + A x x + V 4 + ^a* 3 H + ^n* n 

worin die gauze positive Zahl n den Grad der Funktion angiebl. Man 
kann sich nun denken, dafs es einen speziellen Zahlenwerth von x , etwa 
x x genannt, geben könne, für welcheu sich die ganze Funktion annullirt, 
d. b. i/ = 0 wird. In der Thal hätte man, um einen solchen Werth zu 
finden, weiter nichts zu thun, als 

A n x* + ^ M *— 1 + ...+^ + ^0 = 0 
zu setzen , hierin die bisher unbestimmte Gröfse x als Unbekannte anzu- 
sehen und diese algebraische Gleichung aufzulösen. Diefs würde zwar 
allgemein nicht mehr möglich sein, wenn die Gleichung von einem höheren 
als dem vierten Grade wäre, wäre aber wenigstens immer ausführbar, 
wenn die Werthe Zahlen gegeben sind. 

Gesetzt also, man habe auf irgend eine Weise, sei es nun durch Auflösung 
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der Gleichung oder durch Rathen und Probiren , einen solchen Werth x , 
gefunden, so hat mau die Gleichung 

0 = A 0 + A x x x + A t x* + . + A n x x \ 
Subtraliirl man dieselbe von (1), so ergiebt sich 
(2) y = A x {x— x x ) + A^x*—xf) + . . . + A n (x n — x x n ). 
Es ist aber ein bekannter Satz, dafs für jedes x und o die Differenz der 
mlen Potenzen x m — « m , wobei m jede beliebige positive ganze Zahl be- 
deuten darf, durch die Differenz der Wurzeln .r — « ohne Kcst theilbar 
ist. Man findet nämlich durch Division 



x m — a m 



x — et 

wovon man sich auch rückwärts durch beiderseitige Multiplikation mit 
.t* — a überzeugen kann. Denken wir uns jetzt x x für a und der Reihe 
nach 1 , 2 , 3 , ... n für m gesetzt , so bemerken wir, dafs in der Glei- 
chung (2) jedes einzelne Glied durch x — j , ohne Rest lucilbar ist. Es 
mufs folglich x — x x auch in der Summe jeuer Glieder, d. h. in y auf- 
gehen. Ist also x x ein spezieller Zahlen werth von x, durch welcheu sich 
die Gleichung 

y = + A \* + ^** 2 + • + ^«*" 
auf Null reduzirt, so ist x — x x ein Faktor von y. Fände sich aufser 

dem erwähnten Werthe x x uoch ein zweiter weicher # = 0 machte, 
so ginge auch x — x 2 in y auf, und da x — x x schon darin aufgeht, so 
mufs jetzt auch das Produkt (x — x x ) (x — .r 2 ) in y aufgehen. Fän- 
den sich ferner n solcher verschiedener Werthe von x 9 also so viele, als 
der Grad der Fuuktion beträgt, die wir durch x x , x 2 , # 3 , \ . . x n be- 
zeichnen wollen , so ginge nun auch das Produkt 

(* — *i) (* — (* — * 8 ) •••• (* — *«) 
in y auf. Der Quotient, welchen man erhält, weuu man mit diesen) Pro- 
dukt in y dividirt, mufs dann eine conslanle Gröfse sein, oder in Zei- 
chen: für 

A n + A x x -f- A^x* + . . -f A n x* = k 

(x— x x ) (x — *,) (* — x H ) 

ist k von x unabhängig. Denn es folgt daraus 

A 0 + A x x + A 2 x* + . . . + A n x H 
= k(x — x x ) (x — x 2 ) (x — x 9 ) .... (jf — x 9 ) 
und wenn man hier die angedeuteten Multiplikationen ausführte, so würde 
man, weil » Faktoren vorhanden sind, in deren jedem x einmal vor- 
kommt, rechts eine algebraisehe ganze rationale Funktion von x bekom- 
men. Wäre nun k von x abhängig , so würde durch Multiplikation mit k 
der Grad der Funktion rechts erhöbt oder erniedrigt werden, und zwar 
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erhöht, wenn x in k mit positiven, erniedrigt, wenn es mit negativen Po- 
tenzeu vorkäme. Es müTste also eine algebraische ganze rationale Funk- 
tion von .r für alle möglichen Werthe dieser Veränderlichen einer 
zweiten solchen Funktion, aber von anderem Grade, gleich sein, was 
offenbar unmöglich ist. 

In der That ist dieser Quotient k nichts Anderes als der Coefßcicot 
A n der höchsten Potenz von .r. Denkt man sich nämlich das Produkt 
{x — x x ) (x — x 2 ) ... (x — x n ) ausgerechnet, so würde es mit x n 
anfangen und dann ist nach dem Obigen 

k A n x* + • • + A\* + 

X |~ ... 1 X | x^ . . . x ^ 

Der Anfang der Division giebt nun zunächst den Quotienten A n und da 
die Division aufgehen mufs, so ist A n auch schon der vollständige Quo- 
Üent und folglich = k. 

Weifs man also von einer ganzen algebraischen rationalen Funktion, 
dafs sie vom Grade n ist, und dafs sie für n gegebene Werthe x x , r 2 . 
. . . x n verschwindet , so kann man setzen 
(3) f(x) = k{x — x x ) (x — x ± ) ... (x — x n ) 

wobei k eine constante Gröfse bedeutet. 

Von diesem Theoreme werden wir nun sogleich eine Anwendung 
machen. 

§. 22. 
Das Interpolationsproblem. 

Wir kehren jetzt zu der am Ende von §. 20. gestellten Aufgabe zu- 
rück, nach welcher uns obliegt, aus einer Reihe von Werthen einer Funk- 
tion, welche einer Reihe spezieller Werthe der Veränderlichen angehö- 
ren , das allgemeine Gesetz abzuleiten , wonach diese entsprechenden 
Werthe zusammenhängen, vorausgesetzt, dafs dieser Zusammenhang durch 
eine algebraische ganze rationale Funktion ausgedrückt werde. Dieses 
Problem fuhrt auch den Namen des Interpolationsproblem es , weil mau 
durch seine Lösung in den Stand gesetzt wird, zwischen gegebenen Wer- 
then einer Funktion andere einzuschalten , d. h. zu interpoliren. 

Es sei also y diejenige noch unbekannte Funktion von x, welche für 
n gegebene spezielle Zahlenwerthe von x 9 nämlich x l9 x 2 , ar 8 , ... x n9 
die correspondirenden, ebenfalls gegebenen Zahlenwerthe y x , y 9 , y 39 ... 
y n annehmen soll. 

Wir können uns hier zuvörderst denken , dafs das y , welches zu ei- 
nem beliebigen x gehört, aus aliquoten Theilen der schon gegebenen Wer- 
ths y x , y 2 > • • • y n zusammengesetzt sei. Setzen wir also 
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(4) y = U9 t + q t y* + 9sVs + • • • + 9«ün 

so haben wir es noch mit der Bestimmung von q % , q^, . . . q n als Funk- 
tionen von x zu thun. Da wir aber für y nur eine algebraische ganze ra- 
tionale Funktion suchen, so brauchen wir auch q J9 q 2 , ... q n nur als 
solche Funktionen anzusehen, weil dann die Summe der Produkte q t y 19 
9*y*> ••• QnVu) > n <J«ncn y ly y i9 ... y n constante Gröfsen sind, eben- 
falls eine algebraische ganze rationale Funktion von x ist. Suchen wir 
nun die Bedingungen auf, welchen die Funktionen q l9 q % , ... q u un- 
terworfen sind: 

1) Für .r = .r, mufs y = y t herauskommen; es mufs also in diesem 
Falle q x = 1 und q % — ••• = 9 W = 0 sein. 

2) Für x = x % soll y = y t werden ; folglich ist für diesen Fall q 2 = 1, 
dagegen q x = q z = ö 4 . . . = q n == 0. 

3) Für x = x 3 mufs y = y 9 zum Vorschein kommen ; mithin wird 
</ 3 = 1 und q l= =q^ = ry 4 = q b ... =q f .=0. 

Man übersieht leicht den Fortgang dieser Schlüsse , und kann ihn in 
Folgendem Schema zusammenstellen: 



X 


9i> 






7 4 » 


• • 
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0, .. 


. . 0 


** 


o, 
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. . 0 




o, 


o, 




0, .. 


. . 0 




o, 


o, 




1, .. 


. . 0 


• 
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• 

o, 
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o, 


• 

0, . . 


. . t. 



woriu der einem x entsprechende Werth eines q gefunden werden kann, 
wenn man vom x horizontal und vom q vertikal fortschreitet, bis beide 
Wege zusammentreffen . 

Bezeichnet uun q r irgend eine von den Gröfsen q l9 q 2 , . . . q n , so 
lassen sich die Bedingungen , welchen dieses q r unterworfen ist , so aus- 
sprechen : 

Für x = x r mufs q T = 1 werden , für jeden anderen Werth dage- 
gen, also für 

4 

X — JPj , Jf^ » * * * i » *r+i » • • • *n 

mufs es sich auf Null reduziren. 

Diese letztere Eigenschaft wird uns vorzüglich zur Bestimmung der 
Form von q r nützlich , weil wir unter der Voraussetzung , dafs g r eine 
algebraische ganze rationale Funktion sei , nach Formel (3) nun setzen 
dürfen : 
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q r = k(x — x,) (x — x a ) ... (x — x r _,) (x — x r+l ) ... (x— x w ) 
worin Ar eine constante Gröfse bedeutet. Der Werth derselben lädst sich 
vermöge der Bedingung, dafs für x = x r , fl r = l werden raufe, leicht 
bestimmen; es ist nämlich für x ==x r 

i = k(x r — x,) (x r — x 2 ) . . . (x r — x r _!) (x r — x r+l ) ... (x r — x n ). • 
Um aus diesen beiden Gleichungen k zu elimiuiren, dividiren wir die er- 
ste durch die zweite und erhalten: 

(x — x t ) (x — x 2 ) . . . (x — x^) (x — x^,) . . . (x — x n ) 
9r (x r — x 1 )(x r — x i )... t (x r — x r _ l ){x r ^x r+ ,)...(x r — x u ) 
wodurch der Werth eines beliebigen q bestimmt ist. Setzt man diefs für 
r = i , 2, 3, ... »in die Formel (4), so ergiebt sich 

(6) y = 

(X X,) (X X.) (X X A ) . . . (x X.) 

y% 



+ 



(X l — X a ) (X! 
(X — Xj) (x 


— * t ) (*i — * 4 ) ' 

— *,) — * 4 ) ' ' 


. . (Xj — x n ) 

• (* — *«) 


(x a — x,) (x a 

(x — X,) (x 


~ *i) (* t — * 4 ) * 

— *%) (x — x 4 ) . . 


. . (x 2 — x„) 
. (x — x n ) 


(*3 — X \) (*S 


— *%) (*»— * 4 ) • 


. . (x B — x n ) 


(x X,) (x 


* 

— x a ) (x — x 5 ) ... 


(X — 


(*• — *l)(*ü- 


— *«>(*• — 's) • ■ 





ein unter dem Namen der Jnterpolationsformel von Lagrange bekannter 
Ausdruck. 

Die algebraische Funktion y, welche man durch Anwendung dieser 
Formel erhält, ist vom Grade » — t, weil jedes einzelne Glied n — 1 
von x abhängige Fakloren enthält , in denen allen x als erste Potenz auf- 
tritt ; der Grad der Funktion beträgt also eine Eiuheil weniger als die An- 
zahl der gegebenen speziellen Werthe derselben. Da nun hier die Funk- 
tion durch eine Partie von Werlhen, deren Anzahl den Grad der Funktion 
um Eins übersteigt, vollkommen bestimmt ist, so kann man folgenden Satz 
aussprechen : 

Geben zwei algebraische rationale Funktionen dessel- 
ben Grades <p(x) und t|;(.r) für eine Partie spezieller Wer- 
the von .r, welche x X) x 29 x zs ... x m hei fsen mögen, die 
nämlichen Resultate, ist also 

<jp(x,) = ^(Xj), 9(x 4 ) = ^(x a ), . . . <p(x m ) = y(x m ) 
und zugleich die Anzahl m dieser Werthe um Eins grö- 
fser, als der Grad der Funktionen, so sind diese über- 
haupt identisch, d. h. es ist dann für jedes x, q>(x) = 
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Diefs gilt offenbar um so mehr, wenn die Anzahl der speziellen Wer- 
the von ar, für welche die Funktionen übereinstimmen, noch gröfser ist. 

Dieser Satz kann mit vielem Nutzen gebraucht werden, wenn man 
die Identität zweier solchen Funktionen beweisen will, ohne sich mühsa- 
men Reduktionen zu unterziehen. Kann man z. B. zeigen, dafs dieselben 
für alle möglichen ganzen positiven Werthe identisch sind , was oft sehr 
leicht ist, so wird hierdurch ihre Identität im Allgemeinen bewiesen. 

Für n = 3 hat man speziell aus No. (6) 

v > y (x,— Xj) (x,— x,)* 1 (x 4 — .r^ (x, — x,)*» 

| ( X X ^ ) (*P X ) 
(JTjj X i) (Xg X%) 

mittelst welcher Formel man aus drei Wertheu eine Funktion zweiten Gra- 
des bestimmt*). Verlangte man z. B. eine Funktion, welche für x = — 1, 

x = - , .r = 5 der Reihe nach gäbe : y = 9, y = 3, y = 39, so würde 

m 

man setzen 

"-(--l)<— «' *G+')G-)' 

(« + *)(*-=) 

(5 + D (s-j) 

woraus man nach gehöriger Reduktion findet 

y = — 3x 4. 
Sind in Formel (6) i/j = i/ 2 = t/ 3 = . . . = y M = 1 , so ist die Funk- 
tion überhaupt eine Constante und für jedes x 9 y = 1. Man hat dann 
für jedes x die identische Gleichung : 
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—— x 3 ) . 


. • (# - 


-*») 


(x, — x 2 ) (x 1 
(x — x t ) (X 


— * 8 ) • 

— x 3 ) . 


. . (x - 


— *•)■ 
"*») 




(x 2 


— *s> • 




-*•) 


(•r — 


x t ) (X- 




, . (x — 


-*n_i) 


<*„ — 


*1> (*n 









+ 
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+ 

wovon man sich in speziellen Fällen durch wirkliche Ausführung der Rech- 
nung leicht überzeugen kann. 

■ ■ ■ • 

*) Für die analytische Geometrie ist hiermit die Aufgabe gelöst, durch drei Punkte 
eine Parabel zu ziehen , deren Achse den y lt y ± > y 3 parallel liegt. 
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C a p i t e 1 VI. 

Bestimmung der Natur unbekannter Funktionen 
aus gegebenen Eigenschaften derselben. 

§. 23. 

Form der hieher gehörenden Aufgaben. 

Bereits im Anfange des vorigen Capitels wiesen wir daraufhin, dafs 
auch die Eigenschaften einer Funktion ein Mittel abgeben können, um die 
Funktion zu bestimmen. Aufgaben dieser Art zu stellen ist sehr leicht 5 
man braucht nur irgend eine Eigenschaft einer schon bekannten Funktion 
hinzuschreiben, darauf die Bekanntschaft mit jener Funktion aufzugeben 
und umgekehrt zu fragen: welche Funktion ist es, der die genannte Ei- 
genschaft zukommt? Wenn z. B. x und y beliebige unabhängige Varia- 
bel bedeuten, so gilt bekanntlich die Formel 

cos (j: -|- -|- cos (x — y) = 2 cos x cos y 

und es spricht sich in ihr eine Eigenschaft des Cosinus aus; umgekehrt 
läfst sich hieraus die Aufgabe ableiten : diejenige Funktion zu bestimmen, 
welcher die Eigenschaft 

A* + y) + /<*— y) = */(*)/<& 

zukommt. Die Auflösung dieses Problemes würde im vorliegenden Falle 
durch die Gleichung 

f(z) = cos z 

gegeben sein, wo z eine willkührliche Variabele bezeichnet. 

Aufgaben dieser Art können sogar zwei oder mehrere verschiedene 
Auflösungen zulassen, d. h. es kann mehrere verschiedene Funktionen ge- 
ben, die irgend eine Eigenschaft gemeinschaftheh besitzen. Die eben- 
erwähnte Aufgabe z. B. besitzt aufser der Lösung /(z) = cosz noch eine 
zweite, nämlich 

/*<*> = |(«' + «-). 

worin a eine beliebige Constanle bezeichnet ; es würde daher zur völligen 
Bestimmung einer Funktion nicht hinreichen, wenn man sagte, sie besitze 
die Eigenschaft f(x + y) + f{x-y) = 2/'(x)f(y). 

Aus der unendlichen Menge von Aufgaben, die sich hier darbieten, 
heben wir die vier einfachsten und wichtigsten hervor; sie stellen sich dar 
in den Gleichungen 
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/(*>+/<*>=/<* + *> 
/(*) . f(y) = f(x + y) 

f(x) . J(y) = f{xy) 
in welchen die Operationen des Addirens und Mulliplizirens bald auf 
die Funktionen, bald auf die in ihnen enthaltenen Veränderlichen ange- 
wendet sind. 

§. 24. 
Auflösung der Gleichung 

f (*) + f (y) — f (* + v)' 
Wir wollen bei der Auflösung dieses Problems von den einfacheren 
zu den zusammengesetzteren Fällen fortschreiten und erst versuchen, ob 
sich die Natur der Funktion f(x) uicht für ganze positive Werthe der 
Veränderlichen bestimmen läfst. Setzen wir zuvörderst x = y = 1 , so 
findet sich 2/ (1) = /'(2); hierdurch haben wir die Kenntnifs von f(l) er- 
langt, vorausgesetzt, dafs /'(l) bekannt ist. Dafs wir aber auf der rech- 
ten Seite / (2) bekamen, lag daran, dafs dort zwei Veränderliche x und 
y vorhanden waren, die wir beide = \ setzeu konnten. Wäre es nun 
möglich, aus der Gleichung 

f(* + y)=Ax)+f(y) 
andere abzuleiten, in denen stünde 

f{* + y +*) = • • • 
/(* + y + * + «) = ••• 
A* + y + * + * + ') = • • • 

u. s. f. 

d. h. wäre man im Stande, die Anzahl der Veränderlichen zu vergröfsern, 
so würde man dadurch, dafs man 

setzte, auch die Werthe von / (3), /'(4), /'(5) u. s. f. bestimmen, also 
ausmitteln können , von welcher Form die Funktion f(x) für den Fall ei- 
nes ganzen positiven x wäre. — Dieser Gedanke ist nicht schwer aus- 
zuführen ; setzt man nämlich iu der ursprünglichen Gleichung x — a, 
y = ß -\-z 9 wo a, |S, z' wieder beliebige Gröfsen sind, so ergiebt sich 

(0 A* + ß + *)= A«) +Aß + *)• 

Die ursprüngliche Gleichung läfst sich aber unter einem doppelten 
Gesichtspunkte betrachteu; einmal lehrt sie, die Summe zweier gleich- 
gebildeten Funktionen f(x) und f(y) finden; andererseits aber zeigt sie 
auch, wie man die Funktion f(x-\-y) in die Summe von f(x) und f(y) 
zerlegen könne. Wenden wir diefs auf das oben vorkommende /'(ß-f- z) 
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an , worin ß und z gerade so beliebige Gröfsen sind , wie früher x und y 9 
so ist auch /'(/S + z) = f(ß) -f~ A 2 )» folglich wird jetzt aus (1) 

/<« + ß + *)=/(«) +f(ß) +/(*)• 
Für z = y -\- u ergiebt sich hieraus 

/(« + ß + y + ") = /(«) +/(« + «) 

oder, wenn man f(y~\-u) nach der ursprünglichen Gleichung wieder in 
f{y) + /'W zerlegt, 

/(« + P + y + «) = /(<*) + Aß +/(y) + A«0« 

Nähme man ferner u = d -\-v , so würde man unter Anwendung der 
nämlichen Zerlegung erhalten: 

/(« + ß + y + * + *) = /(«) + A» +/(y) +/W +/M- 

Man siebt auf der Stelle , dafs diese Betrachtung sich beliebig weit fort- 
fuhren läfst und dafs man auf diese Weise eine beliebige Menge willkühr- 
licher GröTsen <*, j3, y, ... einfuhren könnte. Überhaupt ist nämlich 
für eine solche Partie Gröfsen : 

(») /(« + P + y+.. + f*) =/(«) + /(« + 

Da hier a, /3, y, ... ^ beliebige Gröfsen bedeuten, so können wir auch 
dieselben einander gleich und zwar der ersten gleich nehmen, d.i. 

ß = y = d=z... = {jL und alle = et 
setzen. Beträgt nun m die Anzahl der überhaupt vorhandenen Gröfsen, 
so geht die Gleichung (2) in die folgende über 

(3) /(««) = mf(a) 

welche für jedes beliebige a, aber nur für beliebige ganze positive m gilt. 
Es lassen sich aus derselben mehrere sehr wichtige Folgerungen ziehen, 
je nachdem man dem willkührlichen a verschiedene Werlhe giebt. 

1 ) Nimmt man zuerst a = 1 , so wird 

(4) f(m) = mf{\) 

oder, weun wir /(i), welches einen gewissen constanten Werth haben 
wird, den wir nicht weiter untersuchen, kurz mit n bezeichnen, 

(5) f(m) = am 

d. h. wenn die Veränderliche x eine ganze positive Zahl ist, so ist /'(.r) 
= ax, also in diesem Falle die Natur der Funktion bestimmt. 

2) In der Gleichung (3) nehmen wir jetzt et gleich einem positiven 

Bruche, gleichviel ob acht oder unächt, also etwa a = Hierbei kön- 

9 

nen wir immer voraussetzen , dafs p und q ganze positive Zahlen sind, 
denn wenn auch Zähler und Nenner jenes Bruches selbst wieder Brüche 
sein sollten , so kann man ihn doch dadurch , dafs man Zähler und Neuner 
mit einer schicklich gewählten Zahl multiplizirt , auf jene Form bringen. 
Wir haben jetzt 

Schlftmilch Analysi« I. xweite Aufl. 6 
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/(-?) = -/© 

Da aber m eine beliebige positive Zahl ist , so können wir auch m = 7 
werden lassen, wodurch sich ergiebt: 

also wenn man f\~J a ' s nnbekannle GroTsc ansieht, 

4) = f • 

Hier läfst sich aber, weil p eine positive ganze Zahl ist, f(p) nach der 
vorhin gefundenen Regel bestimmen, nach welcher für jedes positive ganze 
x, f(x) = nx , mithin auch f(p) = ap ist. Wir erhalten jetzt 

'© - -f 

d. h. wenn die Veränderliche x ein positiver Bruch ist, so ist f(x) = nx. 

Da nun jede positive rationale GrÖfse entweder eine ganze Zahl, 
oder ein Bruch ist, so können wir, das Bisherige zusammenfassend, sa- 
gen : für jedes positive rationale x ist f{x) = nx. 

Man sieht aber leicht, dafs diese Form auch für irrationale x rich- 
tig bleiben mufs. Denn da man sich irrationalen Zahlen durch rationale 
Brüche (Dezimalbrüche) ohne Ende nähern kann, und jene Form für alle 
jene Brüche besteht und nie zu bestehen aufhört, so mufs sie für Irratio- 
nalzahlen selbst gültig bleiben. Mau kann also sagen : für jede positive 
Zahl x ist f(x) = ax. 

Es würde sich nun noch darum handeln, die Form der Funktion f(x) 
für negative x zu bestimmen. Diese Aufgabe läfst sich leicht auf eine an- 
dere reduziren. Setzt man nämlich in der ursprünglichen Gleichung 

/W+/M *=n*+*) 

das ganz beliebige y = — x, so wird 

/<*) + A— *) = A* - *> = /(O) 

d. h. 

(7) /(-*) =/(0) - f(x). 

> 

Man würde also /(— x) bestimmen können, wenn man den Werth von 
f(0) auszumitteln wüfste. Diefs kann aber vermittelst der Gleichung (6) 
leicht geschehen, wenn man p constant, etwa = 1 nimmt, y ins Unend- 
liche wachsen läfst und zur Gränze für wachsende q übergeht. Es ist dann 
1 

Lim - = 0 und man erhält 
9 
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* 

(8) /(O) = « . 0 = 0 
und jetzt aus (7) 

(9) /(— x) = — ax = a (— x). 

Fafst man alles Bisherige zusammen , so ergiebt sich das Theorem : 
Diejenige Funktion von x, welche die Gleichung 

/(*) + ßy) = /<* + V) 

erfüllt, ist 

(10) f(x) = ax 

wobei x jede mögliche Zahl bedeuten kann, und die 
Bedeutung der Constanten a durch die Gleichung 

(11) «=/(D 
ausgesprochen ist. 

Es zeigt sich hier, dafs es nur eine Funktion giebt, welche der obi- 
gen Gleichung Genüge leistet, oder mit anderen Worten, dafs jene Glei- 
chung eine bestimmte Funktion charakterisirt. Sollte nämlich eine zweite 
Auflösung möglich sein , so müfste sie sich aus dem Gange der Untersu- 
chung selbst ergeben haben, was z. B. dann hatte geschehen können, wenn 
man aus dem Werthe von /'(«) den Werth von /(««) auf verschiedene 
Weisen abgeleitet hätte. Da diefs aber nur auf einerlei Weise geht, so 
kamen wir für den Fall eines positiven ganzen x auch nur zu einer Auf- 
lösung und ebenso in den übrigen Fällen. 

§. 25. 
Auflösung der Gleichung 
f(x) . f(y) = f(x + y). 

Wir können hier einen ganz ähnlichen Gedankengang verfolgen, wie 
im vorigen Paragraphen. Wir suchen nämlich zuerst die Form der Funk- 
tion für ganze posilive Werthe der Veränderlichen zu bestimmen und füh- 
ren defshalb in die Gleichuug 

(i) A* + y) = M -f(y) 

eine gröfsere Menge von veränderlichen Gröfsen ein. Setzen wir näm- 
lich .r = a, y=zß-\-z 9 so wird 

fia+ß + z) = /(«) ./</* + *). 
Die Gleichung (1) lehrt aber nicht nur das Produkt zweier gleichgebilde- 
ten Funktionen in eine Funktion zusammenziehen, sondern sie zeigt 
auch, wie man eine Funktiou von der Summe zweier Veränderlichen zer- 
legen könne. Wenden wir das Letztere hier an, so ergiebt sich 

/<« + £ + *)= /<«) • fiß) • /(*)• 

Für z = 7 + u erhält man hieraus unter Anwendung der nämlichen Zer- 
legung: 

6* 

■ 
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/(« -f ß + y + u) == /(«) . /(/5) . f(y) . /(*). 

Setzt man dieses Verfahren gleicbmäfsig fort, so ßndet man für eine be- 
liebige Anzahl veränderlicher Gröfsen er, ß, y, . . . p die Gleichung 

(2) f(«+ß + Y+-'+l>) =/(«) -/(ff) ./(y) •••/<*>• 
Setzt man hier 

ß =z y = 6 = ... =r p = er 
uud nimmt man an, dafs dieser Gröfsen der Zahl nach m vorhanden sind, 
so erhält man auf der rechten Seite von (2) ein Produkt von m gleichen 
Faktoren, also überhaupt; 

(3) /(««) = [/(«)] m 
Für « = i ergiebt sich hieraus zuvörderst 

/<») = f/d)] w 

d. h. wenn der Kürze wegen f(i) mit a bezeichnet wird, so ist für ganze 
positive x: 

(4) f(x) = 

Setzt man dagegen in der Gleichung (3) a = einem positiven Bruche 
2, dessen Zähler und Nenner ganze Zahlen sind, so wird 

Da hier aber m, p s q drei beliebige positive ganze Zahlen sind, so hin- 



dert nichts, m = q zu nehmen, wodurch man erhält 




M = LAf. 

und wenn man hieraus durch Ausziehung der ^ten Wurzel das unbekannte 
/'(y) sucnt: 

J® = ^ 

Nun ist aber f(p) bekannt, weil man für alle positiven ganzen Werth e der 
Veränderlichen die Form der Funktion schon kennen gelernt hat. Gemafs 
der Gleichung (4) ist nämlich f\p) = a p , mithin 



Wir haben also gleichförmig für alle positiven rationalen x 
(6) /<*) = a* 

Diefs mufs auch noch für positive irrationale x gelten, weil man sich ihnen 
durch rationale Brüche uubegränzt nähern kann und die Gleichung (5) nie 
zu gekeu aufhört, wie grofs auch p und q sein mögen. Nimmt man in 
(5) p constant, etwa = 1 , und läfst q ins Unendliche wachsen, so ist 
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Lim = Lim a* 

oder 

(7) /(0> = «° = I . 

Mittelst dieser Gleichung lassen sich die Werthe von /'( — x) 
Für y = — j* erhall man nämlich aus der ursprünglichen Gleichung 

f{x) . /*(— *) = /(0) = 1 

also 



/<— *> = 1 



d. h. 



/<*) 



(8) /<— *) = 1 = 

Fassen wir nun alles Bisherige zusanimeu , so köunen wir sagen : 

Diejenige Funktiou vou x, welche der Gleichung 

f(x) . f(y) = f(x + y) 
Genüge leistet, ist 

(9) /(*) = «* 

wobei x jede mögliche Zahl bezeichnen kann und die 
Bedeutung der Constanlen a durch die Formel 

(10) a =/(i) 
gegeben wird. 

Man könnte auch eine allgemeine Theorie der Potenzen auf die hier 

♦ 

durchgeführte Untersuchung bauen. Man würde dann so anfangen müs- 
sen: Setzt man die Gröfse a als Faktor mmal, so wird diefs mit a m be- 
zeichnet. Demnach ist, wie früher, für ganze positive x = w, f{m) = a m , 

für gebrochene x = ^'(y) = ^ aP > ^ r g anze negative x = — m, 
/'( — m) = ~ und für negative gebrochene x = — /'(") == T~~' 

Um nun diese vier verschiedenen Formen derjenigen Funktion, welche die 
Gleichung f{x) f\y) = f(x -f y) erfüllt, unter eine einzige zu bringen, 

wollen wir Va? mit a«, 4s mil <*~~ m und — mit a * bez ei eh- 
rt f 

VA* 

nen, nnd allgemein den Ausdruck a* für jedes x eine Potenz nennen. 
Die Definition der Potenz lantet dann : ,, Potenz nennt man diejenige 
Funktion, welche die Gleichung f(x) f(y) = f(x-\-y) befriedigt; für 
positive ganze x läfst sich dieselbe als ein Produkt gleicher Faktoren an- 
sehen, für andere x aber treten die Interpretationen 
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l 9 _ 



a* 



ein." Bei einer solchen Behandlungsweise der Poteozenlehre , welche 
zuerst L. Grelle in seiner Theorie der Potenzen und Fakultäten ganz 
vortrefflich ausgeführt bat, lassen sich alle die Schwierigkeiten vermeiden, 
denen man sonst leicht begegnet. 

§. 26. 

Auflösung der Gleichuug 

f(*) + fiy) ft*y)- 
Um zuvörderst die Anzahl der Veränderlichen zu vermehren , setze 
man in der Gleichung 

(1) J X*y) = /<*> + f(y) 

_ 

a lür x und ßz für y, so ergiebt sich 

f(aßz) = /(«) + /</**) 
oder, wenn man /'(/Sz) nach der Gleichung f{xy) zerlegt, 

f(aßz) = flu) + /<ft + /<*). 
Setzt man wieder yii für z, so erhält man durch abermalige Zerlegung 
rechts 

flaßyu) = /(«) + /<# + /(y) + /(*). 
Überhaupt gilt für die Veränderlichen «, jS, y, . . . fi die Gleichung 

(2) /(a/5y...f*) = /<«) +/(y) + ... + /(f*). 
Nimmt man die Gröfsen «, |S, y, ... fi einander gleich und gleich der 
ersten und bestimmt man, dafs die Anzahl der vorhandenen Gröfsen m 
sei, so wird 

(5) J(a») = »/(«), 

und diefs gilt für jedes beliebige «, aber nur für ganze positive ». Man 
kann aber hieraus eine andere Gleichung ableiten, in welcher auch der 

p 

Exponent beliebig ist. Für « = a*, worin a eine beliebige constante 
Gröfse, p und q willkührliche ganze Zahlen bedeuten, erhält man nämlich 

f(a m \) = m/(J) 
Da aber m, p und q beliebige ganze Zahlen sind, so darf man auch m = </ 
nehmen, wodurch sich die obige Gleichung in 

/l« F ) = 9 /(««) 

oder 

/(«!) = if(aP) 

verwandelt, worin «er Werth von f(a p ) sich aus (2) bestimmen läfst, 
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wenn man sich für die beliebige Gröfse a dort unser a und Tür jene ganze 

Zahl m unser p subslituirt denk). Ks wird jetzt 

p 

(4) /(«') = 

Da nun ^ jede ganze, acht oder unächt gebrochene rationale positive 

Gröfse bezeichnen kann und die vorstehende Gleichung offenbar auch für 
positive irrationale Zahlen gellen mufs, weil man sich diesen durch ratio- 
nale Brüche ohne Ende nähern kann, so darf man jetzt sagen: für jede 
beliebige positive Gröfse ft ist 

(5) /(«*) = pf(ß). 

Nimmt mau in der Gleichung (4) die Zahl p constant, etwa =s 1, vergrö- 

fsert dagegen q ins Unendliche ond geht zor Gränze für unendlich wach- 

> 

sende q über, so wird Lim ai = a° = I , folglich 

(6) /*(>) = 0. 

Um noch zu erfahren, was /'(«"•") sei, nehme mau iu der ursprünglichen 
Gleichung 

/(*) + /(y) = 

x = aP und y = a"' 4 ; es ergiebt sich dann unter Benutzung des mit (6) 
bezeichneten Resultates : 

folglich 

(7) = - fla*) = (— pj /<«). 

Vergleicht mau diefs mit (5), so heifst es jelzt: für jedes beliebige p und 
ein willkührliches , aber constantes a ist 

(8) /(an = fi/fo. 

Um hieraus /'(.r) abzuleiten , braucht man blos = x zu setzen , wor- 
aus folgt 

H = basa. 
Aufserdem wird j\a) irgend einen constanten Werth habeti, den wir mit 
k bezeichnen wollen ; hiernach wird nuu 

(9) f(x) = * hg x. 

Diefs gilt nur so lange, als x eine positive Gröfse bedeutet; denn man 
mag eine positive Grundzahl a auf positive oder negative Potenzen erhe- 
ben, so wird doch die Potenz selbst immer positiv; es ist also für positive 

a und beliebige ft die Potenz «i^> d.i. .r, immer positiv. 

Wollte man aber * selbst negativ nehmen , so bekäme man bei steti- 
ger Änderung des p gar keine stetige Folge von Werth en für x; setzte 
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man z. B. ( — a) für a und liefse p von 2 bis \ gehen, so erhielte mau 
der Reihe nach: 

<_«)* = f «i* 

(— a) ,+i = (— a) (— a)* — (—a) V~ a , unmöglich 
(— o) ,+i = (— a) (— a)* = (— a) möglich 
(— = — (_ fl ) K^i, unmöglich 

(-«)' = — « 

also gar keine stetige Aufeinanderfolge in den Wertheu von x. — Wel- 
che für negative x die Form der Funktion f(x) in (9) sein möge, läfst sich 
mithin aus den bisherigen Betrachtungen nicht entscheiden ; spätere Unter- 
suchungen werden uns hierüber Aufscblufs verschaffen. 

Diejenige Funktion also, welche die Gleichung 

f(*) + f(y) = f(*y) 

befriedigt, ist 
(10) f{x) = klogx 

in welcher k eine beliebige Constante, x eine wesent- 
lich positive Veränderliche bezeichnet. 

§. 27. 
Auflösung der Gleichung 

Zur Vermehrung der Anzahl der Veränderlichen setzen wir a für x 
und ßz für y, so dafs 

(1) f(aßz) = /(«) .f{ßz) 

wird und zerlegen hier f(ßz) in f(ß) f(z) , wodurch die Gleichung 

f(ccßz) = f(a) . f(ß) . f(z) 
hervorgeht. Nimmt man hier z = ytt und zerlegt f(z), d. h. f(pi) wie- 
der in f(y)f(n) s so findet man weiter 

f(aßyu) = /(«) . f(ß) . J\y) . f{u) 
und überhaupt für eine beliebige Partie veränderlicher Gröfsen a, ß, 

y, • • • #*, 

(2) /(«/Jy . . . ft) = /(er) . /(/S) . /*(y) /(,*). 

Daraus ergiebt sich für ß = y = d = . . . = p = «, vorausgesetzt, dafs 
die Anzahl der Veränderlichen m beträgt, 

(») /<«"> = [/(«)]"• 

Diese Gleichung, welche für beliebige a, aber nur für ganze positive wi 
gilt, läfst sich noch etwas verallgemeinern, wenn man setzt 
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t 

wo a eine willkührliche coustante Gröfse, p und y beliebige gauze Zah- 
leu bedeuten. Es wird nämlich: 

/(„i) = [/{£)]" 

welche Gleichung sich dadurch, dafs man von den drei beliebigen ganzen 
Zahlen m, p, q die erste der letzten gleich nimmt, in die einfachere ver- 
wandelt : 

woraus folgt 

d. h. wenn man die Gleichung (3) in Anwendung bringt, 

(4) ßji) = [/(«)£ 

Da £ jede rationale positive Gröfse bedeuten kann, so heifst diefs mit 

anderen Worten : für jedes positive rationale p ist 

(5) /<«*■) = [f(a)V 

und diefs mufs auch noch für positive irrationale fi gelten, weil man sich 
diesen durch rationale Brüche unbegränzl nähern kann. 

Läfst man in der Gleichung (4) für p = i den Nenner q ins Unend- 
liche zunehmen und geht zur Gränze über , so findet sich , weil Lim i 
= 0 ist, 

(6) A«°) = lf(*)]°, d.h. /(!) = !. 
Nimmt man ferner in der ursprünglichen Gleichung 

x = und y = o""**, so wird 

f{&) = /«*<>) = i 

folglich 

i 

f{a-t>) = — 
/(«"> 

d. h. nach (5) 

/(a'P) = ~~ = [/<«)]M. 
[/(«>? 

Durch Vergleichung mit dem Resultate in (5) ergiebl sich uun der Satz : 
für jedes beliebige p ist 

(7) . • ' /(«") = [/(«)]". 
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Um hieraus f(x) zu bestimmen , braucht man blos « a = .r zu setzen, 
woraus 

ft = hgx y basa 

folgt. Es ist also: 

/(*) = [f(a))**t*. 
Man hat aber überhaupt für jedes b und x 

(8) *) b 1 "** — x l °6 b 
folglich hier 

f(x) = :r>*/<°> 
oder, wenn man die Constante log /'(«) mit k bezeichnet, 

(9) = **, 

wobei x wieder blos positive Werthe haben kann, weil es, wie im vori- 
gen Paragraphen , = aP war. 

Diejenige Funktion also, welche die Gleichung 

/(*) . f{y) = f{xy) 

befriedigt, ist 

(10) f(x) = ** 

wobei k eine willkührliche Constante, x eine wesent- 
lich positive Veränderliche bezeichnet. 



Capitel YU. 
J> i e unendlichen Reihen. 

§. 28. 

* 

Entstehung der unendlichen Heiheu. 

Schon in §. 5. haben wir ein Beispiel von der Zerlegung einer Zahl 
in eine unendliche Menge immer kleiner werdender Theile kennen ge- 
lernt; dort stand dasselbe, um den Begriff der Gränze zu erläutern, hier 
kommen wir auf dasselbe zurück, um weitere Betrachtungen daran zu 
knüpfen. 

Man sieht leicht ein , dafs eine und dieselbe Gröfse auf sehr verschie- 
dene Weise in Theile zerlegt werdeu kann, je nachdem man das eine 
oder das andere Gesetz der Theilung zu Grunde legt. So hatten wir in 
§.5. die Zerlegung der Einheit durch fortgesetzte Halbirung bewerkslel- 

*) Der Beweis hiervon lautet so : Für o als Basis ist b = a 1 ***, also = 
Ä a logb . logx ^ a logx . logb = ( a te**)log b ä x logb 
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ligt, man würde aber ebenso leicht nach DriUheilen, Viertheilen etc. zer- 
legen können. Theilt man z. B. eine Linie AB in drei gleiche Theile 

2 
3 



2 

und nimmt AM = - AB (die Figur wird man leicht hierzu entwerfen 



1 

können), so bleibt noch MB — -AB übrig; dieses wird wiederum in 

3 

drei gleiche Theile gelheilt und zwei davon werden zu AM gethan , man 

erhält dann \aB + \MB = § AB + ? AB und es bleibt i AB übrig; 

verfährt man hiermit ebenso und setzt diese Thcilungsweise ins Unendliche 
fort, so erhalt man 

da man sich hierdurch der ganzen Linie AB unbegränzt nähert, so 
ist jetzt 

oder nach Division mit Z AB 

2 3 + 9 . + 27 + 81 + * * ' 

3' ^ 3* + 3» ^ 3* - + * * ' 
Anf ganz gleiche Weise würde man durch fortgesetzte Theilung der Linie 
AB in vier gleiche Theile finden 

oder durch Division mit SAB 

3 - 4 + 4* + 4 s + 4 4 + ' ' 

Zu diesen Summen einer unendlichen Menge von Theilen sind wir hier 
dadurch gekommen , dafs wir vorher eine endliche bestimmte Gröfse in 
ihre Theile zerlegten und sie dann aus diesen Theilen wieder zusammen- 
setzten. Aber es könnte wohl umgekehrt die Aufgabe so gestellt werden, 
dafs nur die einzelnen Theile gegeben würden mit der Forderung , ihre 
Summe zu finden, wie z. B. wenn man nach der Summe von 

'f+s« + s» + 5*+. # *: 

fragte. Hier würde ans der bisherige Weg wenig nützen, wenn man 
sich nicht aufs Probiren legen wollte, um durch eine geschickte Zerlegung 
einer passend gewählten Gröfse die vorgelegte Reihe zu erzeugen. — 
Um aber nicht bei so speziellen Fällen stehen zu bleiben , wollen wir vor- 
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• 

erat die Aufgabe mit der nölhigen Schärfe und in der gehörigen Allgemein- 
heit auffassen. 

Wenn die gegebenen Summanden, die wir immer mit u 0 , u lf u^, . . . 
bezeichnen wollen, nicht in irgend einer gesetzmäfsigen Weise gebildet 
wären, sondern regellos fortlaufende Zahlen bildeten (z.B. 6, 11, 5, 9, 
7, 50, . . .), so würde es schon gar keinen Sinn haben, nach der Summe 
einer un endlichen Menge derartiger Summanden zu fragen, weil man 
nicht wülste, wie jene Zahlenreihe fortginge, also auch die nicht gera- 
dezu hingeschriebenen Summanden gar nicht bekannt wären. Wir müs- 
sen daher zunächst voraussetzen, dafs die zu summirenden Zahlen nach 
einem gewissen Gesetze gebildet sind , demzufolge es möglich ist , so viel 
Summanden, als man will, wirklich zu entwickeln. Gesetzmäfsige Rei- 
hen wären z. B. 

X°, X 1 , X 2 , X 3 , . . . 

i, cosz, cos 2z, cos 3z, ... 
und man wird ohne Mühe das Bildungsgesetz derselben übersehen. Nen- 
nen wir die einzelnen Summanden 

* u t » > "3 1 • • • 
die Glieder der Reihe und die angehangenen Zahlen 0, 1 , 2, 3, ... 

die Indices oder Stellenzeiger derselben, so mufs es also möglich 
sein, zu jedem beliebigen Index das zugehörige Glied zu bestimmen; in 
den oben gegebenen Beispielen ist z. B. das eine Mal v n —x*, das au- 
dere Mal u n = cos nz. In sofern n H irgend eines der Reihenglieder be- 
zeichnet, kann man u H das allgemeine Glied der Reihe nennen und 
es läfst sich dasselbe wegen der postulirten Gesetzmäfsigkeit der Reibe je- 
derzeit als eine Funktion seines Index ansehen. 

Nachdem wir erörtert haben, welche Art von Reihen überhaupt be- 
trachtet wei den soll , liegt uns nun zweitens die Beantwortung der Frage 
ob , was man sich unter der Summe einer unendlichen Reihe zu denken 
habe. Diese Frage ist um so weniger überflüssig, als die Arithmetik den 
Begriff der Summe nur für den Fall einer endlichen Anzahl von Summan- 
den erörtert; dafs man aber eine Definition, welche nur für einen be- 
schränkten Fall gilt , nicht ohne Weiteres verallgemeinern dürfe, versteht 
sich von selbst. Sowie nun die unendliche Zahlenreihe nichts weiter als 
die unbegränzte Erweiterung der ursprünglich nicht gerade auf das Unend- 
liche berechneten beschränkteren Zahlenreihe ist, so können wir uns aueb 
die unendliche Reihe u 0 , u l9 u^ 9 ... nur dadurch entstanden denken, 
dafs in einer vorerst begränzten Reihe 

w O » U 1 * U 2 * U Z ♦ * * * U n~i 

die Gliederzahl n fortwährend zugenommen hat, und demgemafs bat auch 
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die Summe einer unendlichen Reihe nur in so fern einen klaren Sinn , als 
man sie aus der endlichen Summe 

u o + u i + w a + "s + • • + 
hervorgehen läfst. Die vorliegende Summe ist nun offenbar eine Funktion 
von n, da sie sich mit n zugleich ändert; bezeichnen wir sie mit S n , und 
lassen jetzt in der Gleichung 

(1) S m = «o + u i + u 2 + ••• + 
die Gliederzahl uuendlich wachsen, so folgt 

(2) Lim S n = u 0 u x -|- u 2 -\- . . . in inj. 

und der auf der linken Seite stehende Gränzwerlh ist es nun, was wir die 
Summe der unendlichen Reihe rechter Hand nennen. 

Dm hierzu ein Beispiel zu haben, betrachten wir die Reihe 

(3) *° -f x 1 -|- x a -f x 8 -f- . . . 

worin .r eine positive Gröfse bezeichnen möge. Nehmen wir vorerst 
n Glieder, so ist 

(4) S H = x« + x* + 
d. i. nach einer bekannten Formel 

iti c 1— x n 1 1 

(5) S n = _ - = — - - — - . x 

wobei jedoch vorausgesetzt wird, dafs x von der Einheil verschieden sei; 
für x = 1 hätte man dagegen unmittelbar 

(6) S n = n. 

Um nun die Glänze zu bestimmen , welcher sich S n für unendlich wach- 
sende n nähert, müssen wir die drei Fälle x 1, ar= 1, x^> 1 unter- 
scheiden ; unter der ersten Voraussetzung nähert sich x* der Gränzr Null 

1 

und folglich ist nach No. (5) Lim S H = und mithin 

l ~— x 

(7) _L_ = , +x + ,» + x . + ... 

X < 1 

Für .r = i dagegen wird nach No. (6) Lim S n = oo und ebenso für 
x>> 1, LimS n = oo, weil in diesem Falle x n mit n gleichzeitig ins Un- 
endliche zunimmt; man hat daher 

(8) oo = 1 -f- x -f x* -f x» -f . : . . 

x ^ 1 

und die Formeln (7) und (8) geben nun in jedem Falle die Summe der 
Reihe 1 + x + x* -f etc. 



Digitized by Google 



94 



Cap. VII. Die unendlichen Reihen. 



§. 29. 

Die Convergenz nnd Divergenz anendlicher Reihen. 

Den vorhin aufgestellten Begriffen zufolge verstehen wir unter der 
Summe einer unendlichen Reihe den Granzwerth , welchem man sich nä- 
hert , sobald mehr und mehr Glieder der Reihe vereinigt werden ; hierbei 
entsteht aber die Frage, ob ein solcher Granzwerth immer exisliren 
müsse. Es ist sehr leicht zu sehen , dafs diefs nicht immer der Fall sein 
wird, da es unzählige Funktionen geben kann, welche sieb bei unendlich 
wachsenden n keiner bestimmten Gränze nähern. So haben wir schon in 
No. (8) des vorigen Paragraphen ein Beispiel gesehen , bei welchem die 
Summe der Reihe keine endliche bestimmte Gröfse war, aber es können 
Fälle vorkommen , bei denen die Summe noch weniger angebbar ist als 
dort; die Reihe z. E. 

a — a -\- a — a -\- a — ... 
hat überhaupt gar keine Summe, denn durch Vereinigung der aufeinan- 
derfolgenden Glieder erhält man weohselsweis a und 0, oder es ist 

1 -f (- p"-' 

und diefs nähert sich gar keiner Gränze ; ebenso verhält sich die Sache bei 
der Reihe 

i-2-f 3-4-f 5-6 + ... 
deren Summe immer gröfser wird , aber wechselsweis positiv und negativ 
ausfällt, nämlich 

wovon sich die Gränze nicht angeben lafst. 

Wir müssen demnach die unendlichen Reihen in zwei Klassen I heilen, 
in solche, deren Summe eine endliche bestimmte Gröfse ist, und in sol- 
che, deren Summe nicht angegeben werden kann, sei es nun, dafs letz- 
tere unendlich grofs ist oder dafs sie unbestimmt bleibt. Reihen der ersten 
Art heifsen cotivergent, die der zweiten divergent, und man kann 
daher, an dem Begriffe der Summe streng festhaltend, sagen: conver- 
genlc Reihen sind immer summirbar, divergente Reihen dagegen besitzen 
keine Summe. 

Wenn nun eine Reihe mit der Forderung vorgelegt würde, die Summe 
derselben zu ermitteln , so ist es das Natürlichste , erst die Vorfrage zu 
stellen, ob eine solche Summe überhaupt existire, weil man aufserdem 
Gefahr liefe, viel Zeit und Mühe an die Auffindung einer Gröfse zu ver- 
schwenden, die nirgends zu finden ist. Diese Vorfrage liefse sich nur in 
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dem Falle ersparen , wo man die Summe der n ersten Reihenglieder er- 
mitteln könnte, denu es würde sich nachher beim unendlichen Wachseti 
der Zahl n von selbst ausweisen, ob die Reihe eine Summe hat oder 
nicht, und zugleich würde man im ersten Falle den Betrag derselben er- 
fahren, wie in dem Beispiele am Ende des vorigen Paragraphen. Un- 
glücklieherweise ist aber dieses so nahe liegende Verfahren nur selten an- 
wendbar und es wird sich im Verlaufe unserer späteren Untersuchungen 
zeigen, dafs es sehr häufig leicht ist, eine Summenforme] für eine unend- 
liche Reihe aufzustellen, während es sehr schwer sein würde, eine For- 
mel für die n ersten Glieder derselben zu entwickeln. Wir müssen daher 
au die Aufsuchung von Kennzeichen gehen, nach denen sich die Conver- 
genz oder Divergenz einer gegebenen Reihe im voraus henriheilen läfst. 

Fines dieser Kennzeichen ist nun sehr leicht zu bemerken ; es besteht 
darin , dafs jedes Glied der Reihe 

gröTser als sein Nachfolger sein und dafs diese Abnahme ins Unendliche 
fortgehen mufs. Denn wären alle Reihenglieder gröfser als eine angeb- 
hare Gröfse c , so hätte man bei positiven Gliedern 

"o + *i + H + " 3 + • • 

> € + f -f e + £ -f- . . . 

> « (1 + 1 + 1 + 1 + • •> 

und wie klein nun auch s sein möge , so kann man das Produkt 

t (1 -f- 1 -J- 1 + • • •) gröfser als jede beliebige Zahl macheu; es würde 
also die Summe der gegebenen Reihe jede angebbare Zahl übersteigen und 
mithin die Reihe selbst divergent sein. 

Wenn nun auch die cbengenannte Bedingung nolhwendig ist, so er- 
weist sie sich , wenigstens bei lauter positiven Reihengliedern , doch nicht 
als hinreichend , wie man leicht an Beispielen sehen kann. Für v 0 == 0, 

1 1 

n. = — n„ = — =. etc. hat man zwar 
1 V\ ■ V2 

\ 

Lim u n = Lim — - = 0 
V n 

aber gleichwohl divergirt die unendliche Reihe 

Denn bezeichnen wir mit S„ die Summe ihrer » ersten Glieder, so ist 
c 1.1.1, . 1 

s - ~ Fr + v\ + vi + ■ • • + vi 
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d. i. 

I 

5. > n-— = oder 6' = \'n 
V n 

und hieraus folgt, dafs S n ins Unendliche wächst, wenn die Gliederzahl u 
unbegrenzt zunimmt. Beispiele dieser Art, deren Zahl sich leicht ver- 
mehren liefse, weisen darauf hin, dafs es zur Convergenz einer Reihe 
noch anderer Bedingungen bedarf, als der unendlichen Abnahme der Rei- 
henglieder. 

Um diese Bedingungen zunächst für solche Reihen , die nur positive 
Glieder besitzen, zu entwickeln, hallen wir uns an folgendes unmittelbar 
klare Princip: „wenn die beiden Reihen 

'o + 'i + '* + '3 + • • 

und 

"o + u i + »2 + *s + • • 
aus nur positiven Gliedern bestehen und man schon weifs, dafs die erste 

derselben convergirt, so convergirl die zweite ebenfalls und zwar stärker, 

wenn 

divergirt dagegen die erste, so ist diefs um so mehr mit der zweiten der 
Fall, wenn die Ungleichungen 

"0 > 'o> H i > *i » "a > *2 etc - 
statt finden. 1 * 80 erkennt man z. B. augenblicklich die Convergenz der 

Reihe * 

2» + \ ^ 2« -f- 1 ^ 2* -f- 1 ^ ' * ' 
weil ihre Glieder kleiner sind als die der folgenden 

I * | | 

21 H" 2« + 4~ • • • 

welche convergirt und die Einheil zur Summe hat. 

Das soeben aufgestellte Prinzip ist noch einer Erweiterung Tähig, 
wenn man bemerkt, dafs eine convergente unendliche Reibe und eine end- 
liche Reihe zusammen wieder eine convergente Reihe bilden, und dafs 
ebenso eine divergente Reihe mit einer endlichen Reihe vereinigt eine di- 
vergente Reihe giebl. Wäre nämlich , wenn auch nicht von Anfang an, 

« 0 <:<o» w i ctc -> so doch» wenigstens von einer bestimmten an- 

gebbaren Stelle an, 

so convergirt die Reibe 

wenn dasselbe mit der Reihe 



• • . 
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der Fall ist, und wenn man die endliche Summe von u m -f- etc. 
mit der endlichen Reihe « 0 + M i + • • • + u m~i vereinigt, so folgt, dafs 
jetzt auch die Reihe 

u O + u i + u 2 + ' • • + "m-! + M «n + »m+i + • • • 

convergent ist. Ebenso leicht kann man sich überzeugen, dafs diese Reihe 
divergirt, wenn von einer gewissen Stelle an u m y>t m , u m+l ^>t m+l etc. 
und die Reihe t m -f- i m+i + etc. eine divergente ist. 

Zu eiuer anderen für die Anwendung bequemeren Ausdrucksweise 
dieses Prinzipes der Reiben vergleichung gelangt man durch folgende 
Schlüsse. Es sei 



[t) - Aj , - A 4 , Aj, ... 

so findet man sehr leicht 

■ 

= f n ' A l 

'm+» == 'm+i * A 2 = • A i A 2 

'm+a == 'm+a • A 3 = * A 1 A « A 3 

U. S. W. 

mithin 

(2) + + + '.4.+ 

= 'm (1 + A l + V* + A 1 A 2 A 3 + ' > 

Bezeichnet man entsprechend wie folgt 

(3) "B±i = fi lf "^ = tl2 , U J*±! = H , ... 

so ergiebt sich durch dieselben Schlüsse wie vorhin 

== u m(i + Pi + f*if*2 + f*if**f*3 + • • •) 
Wenn nun zwischen den mit p und X bezeichneten Quotienten folgende 
Beziehungen statt finden: 

so ist auch A i A 2 > ^ A i A a A 3 u « s » f-> ferner 

4 + f*i + Pifa + ^if**^ 3 + • • 
<1+a 1 + + A^.a, + ... 

d. i. vermöge der Gleichungen (2) und (4) 
oder durch beiderseitige Multiplikation mit u m 

Schlömilch Analyiig I. zweite Aufl. 7 
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(6) u m + «fM* + + 

<^ ( f m ~\~ f m+i ~\~ 'm+s ~t~ f m+* + • • •) 

Wenn nun die Reihe £ 0 -|- < t -|- < a + etc. convergirt, so ist die Summe 
von t m -f- '»+1 + tm+* + etc » eme endliche Gröfse, und da jetzt rechter 
Hand in der obigen Ungleichung eine endliche Gröfse steht, so mufs die 
Summe von u m -\~ -f- u M -f" etc. ebenfalls endlich sein ; dasselbe 
gilt dann auch von der Reihe u 0 -(- u l -f- w 4 -f- . • •» welche also unter 
den gemachten Voraussetzungen convergirt. Setzt mau für die Gröfsen x 
und ft ihre Werthe aus (1) und (3), so gehen die Ungleichungen (5) in 
die folgenden über: 

und es läfst sich nunmehr folgendes Theorem aufstellen: 
Aus der Convergenz der* Reihe 

'o + 'i +'« + '•+;• • 
folgt die Convergenz der anderweilen Reihe 

»o + "i + «* + u z + • • • 
sobald der Quotient u„ +l : n n von irgend einer bestimmten Stelle au 

kleiner bleibt als der entsprechende Quotient t n+l : t n . 

Durch ganz ähnliche Schlüsse wie vorhin überzeugt man sich von der 

Richtigkeil des analogen Satzes: 

Aus der Divergenz der Reihe 

folgt die Divergenz der anderweiten Reihe 

*o + «i + M a + "s + ••• 
sobald der Quotient w n+1 : u n vou irgend einer bestimmten Stelle an 

gröfser .bleibt als der entsprechende Quotient : t n . 
Von diesem wichtigen Doppelsatze wollen wir unn die haoptsächlich- 
sten Anwendungen vornehmen; sie bestehen darin, dafs wir die gege- 
bene Reihe 

*o + «i + u t + H + • • • 
mit solchen Reihen vergleichen, deren Convergenz oder Divergenz bereits 
entschieden ist. 

§• 30. 

Vergleichung einer beliebigen Reihe mit der geometrischen Progression. 

Von derjenigen Reihe, welche entsteht, wenn man eine geometrische 
Progression ins Unendliche fortsetzt, nämlich 
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kennen wir nach §. 28. bereits die Bedingungen der Convergenz oder Di- 
vergenz: jene findet far x ^ 1 , (fiese für x%\ statt. Wenden wir das 
am Ende des vorigen Paragraphen entwickelte Theorem hier tm 7 indem 
wir die Reihe (1) an die Stelle der dortigen Reihe t 0 , t ls t 2 etc. setzen, 
so ist t„ x : t n = x n+l :x n =zx und folglich convergirt die Reihe 

(2) «o + M i + + »3 + • • ' 

wenn von einer bestimmten Stelle an die Beziehung 

■ 

u. 



m + i 



statt findet uud zugleich die Reihe (1) convergirt, d. h. x < i ist; die 
Convergenz der Reihe (2) wird also durch die Bedingung 

(3) !a±i < i 

bestimmt. Wenn dagegen die Ungleichung 

^ > x 

erfüllt und zugleich die Reibe (1) divergent, also x^i ist, so divergirt 
die Reihe (2), und demnach gilt für die Divergenz die Bedingung 

(« 



Das in dem Bisherigen hegende Kennzeichen, demzufolge die Reihe 
u 0 -J- u l -\- u 2 etc. convergirt oder divergirt, je nachdem der Quotient 
u n+i von einer gewissen Stelle (n = m) an kleiner oder gröfser als 
die Einheit bleibt, läfst sich aber in einer noch besseren Form ausspre- 
chen. Heilst nämlich k der Gränzwerlh von : u n für unendlich wach- 
sende n, ist also 

Um ^ — k 
so kann man für irgend ein endliches n die Gleichung 

aufstellen, in welcher die Gröfse 6 ihrem genauen Betrage nach nicht 
weiter bekannt ist , von der man aber Das wenigstens weifs , dafs sie bei 
unendlich wachsenden n bis zur Noll abnimmt, die man also durch hinrei- 
chende Vergrößerung des » der Null beliebig nahe bringen kann. 

Ist nun erstens k <<£ i , so niufs sich immer ein Werth m von n fin- 
den lassen so grofs , dafs 6 t — k oder k -f- 8 ^ 1 auslallt und es von 
nun an auch bleibt, weil ö bei wachsenden n, also für n=.m, m-\-l 9 
m + 2 etc. abnimmt. Für k <C 1 giebt es demnach immer eine Stelle 
n = m, von welcher ab der Quotient : u n ) = k -\- 6 kleiner bleibt 

7* 
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als die Einheit. We im dagegen Ä* ^ 1 , so mufs sich ein Werth m von 
n finden lassen, für weichen 6 ^ k — 1 oder k — Sy> 1 wird und bleibt; 
es giebt daher für k^> \ eine Stelle n = m, von welcher ab der Quotient 

:u *) = k — ' immer die Einheit übersteigt. Diesen Bemerkungen 
zufolge und mit Rücksicht auf das Vorige gilt nun nachstehender Satz : 

Die unendliche aus nur positiven Gliedern bestehende Reibe 

»o + u i + u % + w s + • • • 
convergirt oder divergirt, je nachdem 



/,,„, _»±1 ^ 4 oder LÄp| js+i 



ist , wobei der erste Fall der Convergenz , der zweite der Diver- 
genz* entspricht. 
Eiuigc* Anwendungen dieses Theoremes sind folgende. 

I. Wäre die Convergenz oder Divergenz der Reihe 



X , X* , X* . X* 



< 5 > T+2- + 3-+4- + 



X ~* 



zu entscheiden, so ist u 0 = 0, u l = - , w 2 = — etc., mithin 

1 ~ 2t 



x n 



U n — — i U *+i 



folglich 

« n+l _J 

■ « 

und hieraus findet sich durch Übergang zur Gränze für unendlich wach- 
sende n 

Lim ?st! = x 

Die in No. (5) verzeichnete Reihe convergirt demnach für x < 1 und di- 
vergirt für x >» 1 . 

II. Für die ähnlich gebildete Reihe 
(6) i x -f 2** -f 5x9 _|_ 4x 4 + . 

ist 



und also convergirt die Reihe (6) mit der vorhin betrachteten unter ganz 
denselben Bedingungen. 
III. Für die Reihe 

(7) 1 + - + — H ~ h • • 

ist 
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1.3.3...»' " +l 1 . 3. 3 ...*(«+ i) 
mitbin 

Lim = Lim — = 0 

für jedes endliche x; die Reibe (7) convergirt daher für jedes endliche be- 
stiuimte x. Es ist nicht überflüssig, diese Behauptung noch auf andere 
Weise zu rechtfertigen , weil es für den ersten Anblick scheinen könnte, 
als divergirte die Reihe unter Umständen, für i = 10 z. B. erhielte man 

1 + 10 + 50 + 52?+... 

und hier nehmen die Glieder allerdings zu; dafs aber früher oder später 
doch wieder Convergenz eintritt, geben folgende Schlüsse zu erkennen. 

Wenn «>p-|-l, wo y eine beliebige Gröfse bezeichnet , so ist . 
auch mp p 2 + p und 

m/7 + m ^> + /> + m 

mp + m — p* — p ^> m 

d. i. 

(p + 1) (w — p) Z> m 
Mit Rücksicht auf diesen Satz lassen sich für p = 0, i, 3, 3, ... (m—i) 
folgende Beziehungen aufstellen: 

1 . m = »i 

2 (w — 1) > m 

3 (m — 2) ^> 7/i 



. i ss m 

deren Multiplikation zu der Ungleichung fuhrt 

1» . 2 a .3* ... m* > m m 

oder 

1 . 3 . 3 . . . m > (V^m)* 
hieraus folgt nun weiter 

x m x m C x \ m 

1 3...« < (T^f VV^J 

Wählen wir die willkührliche ganze Zahl m so , dafs ^> x oder 
M ^ x* ist und zerlegen die Reihe (7) wie folgt: 

x x® x m— 1 

1 + I + F~3 + + 1 . 3.3...(*-l) 

+ 1 . 3.3...m"^ 4 .3.3...(w+i) 1 . 3 . 3 . . . (w + 3) ' * ' 
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so ist der erste Theil eine endliche Reihe, also ihre Summe von endlicher 
Gröfse, der zweite Theil beträgt nach dem Vorigen weniger als 

<w* (ihr + - 

d.h. weniger als die Summe einer geometrischen Progression, die nach 

• - 

x 

Potenzen des ächteu Bruches —= fortschreitet. Sobald also in der 

V m 

Reihe (7) ein Glied n m erscheint, in welchem my* x* ist, so findet von 
hier ab eine stärkere Convergenz als iu der geometrischen Progres- 
sion statt. 

IV. Sowie die eben betrachtete Reihe jederzeit convergirte , so di- 
vergirt immer die folgende: 

(8) i -f lx 4- 1 . 2jr* + i . 2 . 3ar 3 _|_ . . . 

Der Quotient zweier aufeinanderfolgender Glieder ist nämlich 

u n . , 1 . 2 . 3 ...»(» + 1) x n+l . 
if = - l.».3...I*- = (" + »* 

und der Gränzwerth hiervon unendlich für jedes von Null verschiedene x; 
für x = 0 dagegen würde sich die Reibe auf die blofse 1 reduziren. 
Wenn also die Reihe überhaupt vorbanden ist , so divergirt sie und zwar 
stärker als eine geometrische Progression; denn man hat nach dem 
Früheren 

1 . 2 . 3 . . . m jr w > (x V m )» 

sobald nun x^m gröfser als die Einheit geworden ist, divergirt die 
Reihe stärker als folgende: 

{x Vif 4- (r -f (x Vn)"* + . . . 

wie man durch eine der vorigen ganz ähnliche Betrachtung leicht findet. 

Die gegebenen Beispiele lassen erkennen , dafs die aufgestellte Regel 
zu einer sicheren Entscheidung über die Convergenz oder Divergenz einer 
vorgelegten Reihe führt, sobald der Gränzwerth des Quotienten zweier 
Nachbarglieder weniger oder mehr als die Einheit beträgt. Es kann nun 
aber der Fall eintreten , dafs jener Gränzwerth der Einheit gleich ist und 
dann liefert die in Rede stehende Regel keine Entscheidung mehr, denn 
der Nerv ihres Beweises liegt darin, dafs von einer Stelle »%»ab o'er 
Quotient M n+1 ; u n unter oder über der Einheit bleiben mufs, was na- 
türlich nicht mehr statt findet, wenn jener Quotient bei unendlich wach- 
senden n selbst in die Einheit als Gränze übergeht. Wir haben uns daher 
nach weiteren Criterien der Convergenz und Divergenz umzusehen. 
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§. 31. 

Weitere Betrachtungen über die Couvergenz und Uivergeuz der Heiheu. 

Da wir sämmtliche Glieder der vorgelegten Keilie 

«O + "l + «* + «3 + M 4 + 

als positiv uud als sueeessiv abnehmend voraussetzen, so finden offenbar 
folgende Beziehungen statt : 

"o = "o 
2«, = 2i/j 

8// 7 < 2i/ 4 -f 2« a -f 2« 6 -f 2« 7 

I6k i& < 2« 8 + 2"* + • • • + 2m ia 
u. s. w. 

deren Portschrittsgesetz leicht zu übersehen ist. Durch Addition dersel- 
ben ergiebt sich 

(1) «o + 2«, +4« 8 + 8h 7 + 46k I5 + 

< 2 (« 0 -f Wl + + «s + • • •> ~- *o 
Wenn nun die ursprüngliche Reihe » 0 +*« + elc * couvergirt, so 
ist ihre Summe eine endliche Gröfse und mithin steht rechter Hand in 
No. (1) gleichfalls eine endliche (Gröfse; um so mehr ist diefs linker Hand 
der Fall, und es folgt daraus, dafs die abgeleitete Reihe « 0 -f- 2«, -(- 
4 tt 8 -f- etc. convergirt, wenn diefs mit der ursprünglichen Reihe ie 0 -f- 
M i + tt « + elc - der Fal1 »st- 

Durch Division mit 2 und nachherige Addition von i w 0 kann man 

der Ungleichung (1) auch die folgende Form geben: 

u o + "i + "» + H + u a + • ■ ' 

> 5*° + i< M o + 2 "i+ 4tf 3+8 w r + - ••) 

Ist hier die abgeleitete Reihe divergent, so mufs ihre Summe wegen der 
positiven Glieder unendlich wachsen, um so mehr mufs dann die links ver- 
zeichnete Reihe eine unendlich wachsende Zahl zur Summe haben , also 
divergiren; d. h. aus der Divergenz der abgeleiteten Reihe folgt die Di- 
vergenz der ursprünglichen Reihe; diefs ist die Umkehruug des vorigen 
Satzes. 

Ferner gelten offenbar folgende Beziehungen : 

"o = "o 
2«, > «! + * t 

4« s > n % + « 4 + tf s + *6 
8w r > u r + u % + ... -f- i/ 14 

u. s. w. 
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aus denen durch Addition folgt 

(«) "o + + + 8u 7 + 16«, 5 + . . . 

Diese Ungleichung führt auf der Stelle zu den beiden Sätzen: 1) wenn 
die ursprüngliche Reihe divergirt , so ist diefs um so mehr mit der abge- 
leiteten Reihe der Fall, und 2) aus der Convergenz der abgeleiteten Reihe 
folgt die Convergenz der ursprünglichen Reihe. 

Fassen wir die vier gewonnenen Sätze zusammen , so haben wir das 
elegante Theorem : 

Die beiden unendlichen Reihen 

*o + u i + u * + «3 + u 4 + • • • 

und 

sind entweder zugleich convergent oder gleichzeitig 
divergent. 

Um also die ursprüngliche Reihe auf ihre Convergenz oder Divergenz zu 
prüfen, braucht man nur die abgeleitete Reihe zu untersuchen; die Be- 
dingungen für diese gelten zugleich für jene. 

Eine bemerkenswerthe Anwendung hiervon ist folgende ; es sei 

so sind die beiden in Rede stehenden Reihen 

u o + u i + H + «3 + • • • 

= L±L-lLj.L± 
1#* ' 2^ 3^ 4^ 

und 

M o + 2a i + 4w s + öw r + 16 »15 + • • • 
= i + + 4W* + 8 1 -^ -f lö 1 -'* + . . . 

Giebt man der letzleren die Form 

i -|_ 2 i-/* _|_ ( 2 t-*)« + (2t-^)3 + . . . 

so erkennt man in ihr eine geometrische Progression; zur Convergenz 
derselben ist nöthig, da Ts 

= — < 1 , d. h. fA > i 
2^ 

sei; in jedem anderen Falle divergirt sie. Nach dem obigen Theoreme 
ist nun auch die Reihe 

(3) - + - + - + -+ .• 

1^ 1 2^ 3^ 4^ 
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convergent für p «< 1 und divergent für Hieraus erkennt man 

z. B., dafs von den Reihen 

114 1 

+ y + p + 4« + ••• 

JL_i_JL.J_.L_i_ 

i + i + i + i + ... 

1 ^ 2 ' 3 ' 4 ' 

' die beiden ersten convergiren, die beiden letzten dagegen divergiren. 
Die Kenntnifs der Bedingungen, unter welchen die Reihe (3) con- 
vergirt , giebt jetzt neuen Anlafs zu Reihenvergleichungen , indem wir 
wiederum das in §. 29. erörterte Prinzip in Anwendung bringen. 

§. 32. 

Weitere Reihenvergleichungen. 

I. Denken wir uns an die Stelle der Reihe t 0 -J- t l -\- * Ä + etc *> 
welche wir in §. 29. betrachteten , die Reihe 

Iii 
' ' 1/* " 2^ 3^ 
gesetzt, so ist der Quotient zweier Nachbarglieder 

= n(l = ( n Y = 1 

'» (» + D* 4 V»+U ( 1 +-) /4 
und vergleichen wir die obige Reihe mit der nachstehenden 

«0 + H + U 2 + M 3 + ' 

so findet in der letzteren Gonvergenz statt, wenn von einer bestimmten 
Stelle an 

u 1 

(1) — — und zugleich p y> 1 



ist ; dagegen divergirt die Reihe u 0 -f- u x + olc ' » wenn von «>n cr be- 
stimmten Stelle an 

(2) > _ und zugleich ,i ^ 1 



ist. Um nun die jedesmalige Doppelbedingung für die Convergenz oder 
Divergenz in eine einzige zusammenzufassen, schliefsen wir zunächst aus 
No. (i) 
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-o+är 



nehmen beiderseits die natürlicbeii Logarithmen und dividiren mit 
/ ^1 -|- 5 es ist dann 

und weil im Falle der Convergenz fi > 1 sein mufs 

_Lif-±3_Z , 

<('+;) 

Bedingung ist nun stets erfüllt, weim 

'(-) 



(3) Lim 



(•+!) 



denn sobald man nur n hinreichend grofs nimmt, mufs der links verzeich- 
nete Quotient jedenfalls gröfser als die Einheit bleiben, weil sonst die An- 
näherung an eine über der Einheil liegende Gränze anmöglich wäre. Die 
Ungleichung (3) enthält demnach die Bedingung für die Convergenz der 
Reihe u n -|- u l -J- elc « 

Durch ganz ähnliche Schlüsse, die sich nur darin von den vorigen 
unterscheiden, dafs die Zeichen >> und <£ vertauscht sind, überzeugt man 
sich leicht, dafs die Divergenzbedingungen (2) in die folgende 

'( — ) 

(4) Lim - ) / < 1 

zusammengezogen werden können. Mit dem Vorigen vereinigt giebt diefs 
les Theorem: 
Die unendliche Reihe 

u o + u \ + u * + M s + «4 + • • • 
convergirt oder divergirt, je nachdem der Gräazwerth 



">9 

mehr oder weniger als die Einheit beträgt. 
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Es läfst sich dieses Theorem noch in einer anderen für die Anwendung 
bequemeren Form aussprechen, wenn man den Salz zu Hülfe nimmt, dafs 
für unendlich wachsende n 

Lim /(t + £)J = Lim + = le = 1 

ist; man hat nämlich durch Zusatz des Faktors - 

11 

Um 4^1_i = Lim W. I = Lim \n l( 

In dieser einfacheren Gestalt lautet das vorige Kennzeichen : 
Die unendliche Reihe 

«o + «!+«• + «« + ««+'••• 
couvergirt oder divergirt, je nachdem der Gränzwerth 

mehr oder weniger als die Einheit beträgt. 
Beispielsweis wollen wir diefs auf die folgende Reihe anwenden : 

«n ..^i W'> ■ ß(ß+*)(H*) 

W + «+(J T (*+/»+!> + («+« («+/J+1) («+IS+2) " 1 " " 

deren allgemeines Glied durch die Formel 

Ä <« + ft + ••• («-+/* + « — «> 

dargestellt wird. Für das folgende Glied ist 

_ ß(ß+i)(ß+V •■• (ß + n— i)(ß+*) 

" , (« + /*)(« + ? + *) + P + + 0 + 

Hieraus ergiebt sich sogleich 

~ ß + n ~~ ^ ß + n 

und es ist dann weiter 

ifi.) = .#(« + = „ » 4l±H^) 

Erinnert man sich nun, dafs der Quotient n : (ß -f- ») für unendlich wach- 
sende Ii die Einheit zur Gränze hat , und dafs ferner der Quotient 
/(l-|~dy.*d bei verschwindenden 6 in 1 übergeht, so folgt auf der 
Stelle 



n 



Lim 



HU] - 
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Die in No. (&) verzeichnete Reihe eonvergirt demnach für 1 uud di- 
vergirt für * <£. 1 ; für « = 1 geht die Reihe in die folgende über: 

1 + ßin + ßT* + IT* + - ' 

und diese divergirt, wie man aus den Lehren des §. 31. sehr leichl 
schliefst. 

II. Die so eben gegebene Entscheidung über die Convergenz oder 
Divergenz der Reihe unter No. (5) dient selbst wieder als Ausgangspunkt 
zur Aufsuchung einer neuen Convergenzregel. Setzen wir nämlich die 
Reihe in (5) an die Stelle der in §.29. betrachteten Reihe t Q -\-t x + t t 
-J- etc., so ist 

'_«+, = ß + » 

e n « + ß + * 

uud wir erhalten jetzt folgende Bestimmungen: die Reihe 

"0 + U l + W » + "3 + * ' • 

convergirt, wenn von einer bestimmten Stelle an 

(6) - _£ + JL 



— . ' . — und zugleich a"^> \ 
a -|- p -|- ii 



ist, sie divergirt dagegen, wenn von einer bestimmten Stelle an die Un- 
gleichungen 

(7) !sts > _f + * und a < 1 



erfüllt sind. Um die jedesmaligen Doppelbedingungeu zusam- 
menzufassen, schliefsen wir folgendermafsen : aus No. (6) ergiebt sich 
zunächst 



* i „ d. i. > 1 + 



«n+. ß+ n ß + n 

mithin durch Transposition der Einheit und uaebherige Multiplikation mit n 



n l-__ll-> »°_ „der 



4 +5 



Nimmt man n hinreichend grofs , so läfst sich der Divisor 1 -f~ der 

ji 

Einheit beliebig nahe bringen, also jedenfalls kleiner als der Dividend a 
machen , welcher No. (6) zufolge die Einheit um eine angebbare Gröfse 
übersteigt; es wird dann 



► 1 

und diese Ungleichung ist erfüllt, wenn die Bedingung 
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gilt , weil es dann immer eine Stelle n = m geben mute , von welcher ah 
der eingeklammerte Ausdruck über der Einheit bleibt. — Durch ganz 
ähnliche nicht minder einfache Schlüsse überzeugt man sich , dafs die bei- 
den in No. (7) verzeichneten Bedingungen zu der folgenden 



t-fc - •)] 



vereinigt werden können. Mit dem Vorigen zusammen giebt diefs fol- 
gendes Theorem: 

Die unendliche Reihe 

i 

U 0 + U l+ U 2 + U Z + U 4+' • 

convergirt oder divergirt, je nachdem der Gräuzwerth 

['&-')] 

mehr oder weniger als die Einheit beträgt. 

Dieses Kennzeichen der Couvergenz oder Divergenz einer Reihe, 
verbunden mit dem in §. 30. entwickelten , reicht meistenteils zur voll- 
ständigen Prüfung einer nur positive Glieder enthaltenden Reihe aus, wie 
wir an folgendem Beispiele zeigen wollen : 

Die gegebene Reihe sei 

x i * 3 , i . 3 * 6 , 1.3.6 x 7 

(8) i + 23" + 2."4r + äTTTe r + • • • 

so sind zwei aufeinander folgende Glieder derselben 

I . 5 . 5 ... (2n — 1) x* n + l 
~~ 2.4.6... (2/i) 2n -|- 1 



i . 3 . 5 . .. (2n— i) (2n -f- i) x 



2. 4.6..; (2») (2* + 2) 2/i + S 

und hieraus ergiebt sich behufs der Anwendung des einfachsten in §. 30. 
verzeichneten Criteriums 

_ (2«+l) (2* + l) ( 2 + n) ( 2 + ä) 

- (.+9 (.+g 

für unendlich wachsende n folgt 

Lim "±±i = x* 

mithin convergirt die Reihe für i*<l d. h. x \ und divergirt für 
x* > 1 oder a: ^> 1. 

Um noch über den Fall x = 1 entscheiden zu können , entwickeln 
wir den Ausdruck 
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(•+9 

Hier gicbt der Ubergang zur G ranze fiir unendliche n 

"■[■fe : 0]-*-i 

und da diefs mehr als die Einheit beträgt, so convergirt die fragliche 
Reihe auch fiir x = 1 ; sie convergirt demnach für x ^ 1 und drvergirt für 
x > 1 , womit für alle möglichen Fälle die Entscheidung gegeben ist. 

§. 33. 

Convergenz der Reihen mit positiven und negativen Gliedern. 

I. Enthält eine Reihe theils positive theils negative Glieder, wie 
z. B. die folgende : 

(1) u a + u k — u 2 — « 3 + « 4 -f u ä — ... 

in welcher das Vorzeichen von Paar zu Paar wechselt, so kann man die 
Entscheidung ihrer Convergenz leicht auf die vorhin gegebenen Regeln zu- 
rückfuhren , indem man eine neue Reihe bildet , welche dieselben Glieder, 
jedoch mit gleichen Vorzeichen, enthält. So ersieht man auf der Stelle, 
dafs die in No. (1) verzeichnete Reibe sicher convergirt, wenn diefs mit 
der folgenden 

(2) «O + W l + *2 + «3 + «4 + «5 + • ' • 

der Fall ist ; denn aus der Convergenz der vorstehenden Reihe folgt zu- 
nächst, dafs die beiden Tbeile derselben 

"o + «i + «4 + «5 + "* + u 9 + ■ • • 

und 

U 1 + tf 3 + *« + «7 + W 10 + «11 +••' 

für sich convergirende Reihen bilden und dafs mithin die Reihe (1), welche 
die Differeuz dieser beiden Theile darstellt, eine endliche Summe haben, 
also convergireu mufs. Dieselben Schlüsse würden bei jedem anderen 
Gesetze des Zeichenwechsels anwendbar sein. 

Besonders häufig kommen Reihen vor, deren Glieder abwechselnd 
positiv und negativ sind, also Reiben von der Form 

(3) u 0 — u t -f a a — *3 -f- « 4 — . . . 

bildet man daraus die Reihe der absoluten Werthe aller Glieder, nämfich 

(4) «o + * i + w * + "s + »4 + • • • 
so convergirt letztere , wenn die Bedingung 
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erfüllt ist, und milliin convergirl jetzt auch die Reibe (3). Man kaoo aber 
das so eben benutzte Criterium auf die Reihe (3) unmittelbar anwenden, 
wenn mau berücksichtigt, dafs der Quotieut zweier aufeinander folgender 
Glieder in den beiden Reihen (3) und # (4) der Gröfse nach derselbe und 
nur im Vorzeichen verschieden ist; man mufs dann als Convergenzbedin- 
gung setzen 

(5) val. num. Lim <^ 1 

Man bedarf übrigens bei Reihen von der Form (3) meistenteils dieses 
Kennzeichens nicht einmal, denn es ist gewöhnlich sehr leicht, ganz un- 
mittelbar über ihre Convergenz oder Divergenz zu entscheiden. Letztere 
findet, wie schon früher bemerkt wurde, sicher statt, wenn alle Reihen- 
giieder gleich sind, oder fortwährend wachsen ; ist aber die Reihe eine fal- 
lende, deren Glieder ins Unendliche abnehmen, also tt 0 ^u l "^>u % etc., 
endlich Lim (u n ) = 0 ,. so gelten folgende Bemerkungen. Es ist 

= "o 
s z = w o — ("i — W 2> 

^5 = *0 — ("l — *2> — < tf 3 — tt 4> 



= U 0 — (*<1 — "*> — (M 3 — « 4 ) — ... — — U 9n ) 

da nun wegen der Abnahme aller Reihenglieder die hier vorkommenden 
Differenzen 

u x — tt t , «3 — « 4 , ... 
sämmtlich positiv sind, so folgt aus dem Obigeu 

^1 ^> ^3 > • • • ^ ^ 9 n+t 

d. h. die Summen von ungeraden Gliedermengen nehmen immer ah. An- 

dererseils hat man 

S 2 = a 0 — 

S A = w 0 — u | -|- (« 2 — u z ) 

S 6 = U 0 — U \ + < W 2 — tt 3> + («A ~ W ft> 



S ,n +i = «O - U l + <«« - M 3> + ' ' • + <",n — 

die hier vorkommenden Differenzen 

«O — «1 » M 2 — «3 » * ' • ~ W 2n+, 

sind ebenfalls positiv und es folgt daraus: 

«^2 ^ ^4 ^ < • • • < 

d. h. die Summen von geraden Gliedermengen wachsen. Endlich hat man 
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und wegen der Abnahme aller Glieder ist jetzt 

Lim (5 sM+1 — S tM ) = Lim = 0 

und mithin müssen sich die Summen S tn+l und S zn+t einer und der- 
selben Gränze nähern; diese Gränze kann aber nicht unendlich sein, 
weil sonst die fortgesetzte Abnahme der endlichen positiven Gröfsen 
S x , S 3 etc. ins Unendliche ginge* was ein offenbarer Widerspruch ist. 
Hieraus zusammen folgt, dafs die Summe der Reihe u 0 — w t -\-u % — etc. 
eine endliche bestimmte Gröfse sein, mithin die Reihe convergiren mufs; 
jene Summe ist zugleich kleiner als irgend eine der Zahlen S 3 , 
etc. und gröfser als irgend eiue der Gröfsen S 2 , S 4> S 6 etc. 

Dieses Kennzeichen für die Convergenz der Reiben mit Zeichenwech- 
sel, greift weiter als das vorige; durch das erste z. B. würde man über die 
Convergenz der Reihe 

nicht zur Entscheidung kommen , weil die Reihe der entsprechenden ab- 
soluten Werthe 

11111 

divergirt ; dagegen belehrt uns das zweite Theorem , dafs die fragliche 
Reihe convergirt und dafs ihre Summe zwischen den aufeinanderfolgenden 
Gränzen 

1 

1 und 1 — - 
2 

3*5 3 ~ 5 4 

'-i+S-i + S U " d + ■•• + 6-6 

u. s. w. 

enthalten ist. Ganz ähnlich verhält sich die Sache mit den Reihen 

1 11 1 

i 



«+1 «-|_ 2 ^a + 3 



V\ V2 V$ V4 

welche ebenfalls divergent werden würden, wenn man den einzelnen Glie- 
dern gleiche Vorzeichen geben wollte. 

Eine Folge des obigen Satzes ist noch die, dafs eine ins Unendliche 
fallende Reihe convergirt, sobald ihre Glieder gruppenweis positiv und ne- 
gativ sind, und wenn diese Gruppen eine gleiche Anzahl von Gliedern um- 
fassen. Sind nämlich die ersten k Glieder positiv, die folgenden k negativ 
und so wechselsweis weiter, so hat die Reihe die Form 
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(*) «0+ »1 + «* +•••+"*-! 

~~ U k -~ U k+\ ~ U i+2 — « 2jt _ t 
4" *2* + "24+1 + Ä 2*+2 + * • * + *3*-t 
U 3k W 3*+i tt 3*+2 ' ' ' W 4*-l 

+ • 

dafür kann man auch setzen 

* * 

+ U l ~~ M *+l + U 2k+\ — M 3*+l + ' 
+ u % — u h*l + M 2*+2 M S*+2 + ' ' 

. i 

****** • •••••• 

"f" W *-l M 2*-l + tt 3*-t *4*-l H~ * * * 

and sie besiebt jetzt aus k Reihen, deren jede für sich convergirt, also 
eine endliche Gröfse zur Summe hat; da nun das Aggregat von k endli- 
chen GröTsen selbst endlich sein mufs , so folgt augenblicklich die Conver- 
genz der Reihe (6). 

II. Von besonderem Interesse ist noch die Untersuchung über die 

Convergenz der Reihen von der Form 
i 

( 7 ) ö fl o ~h a i cos x ~h fl * cos 2,r t a * cos & x -f* • • • 
und 

(8) b x sin x -f- b^ sin 2x -J- b^ sitt 3x -\- . . . 

in welchen wir die mit a und b bezeichneten Goefßzienten sämmtlich als 
positiv voraussetzen wollen. Wir können hier drei Fälle unterscheiden: 
entweder nämlich sind die Coeffizienten einander gleich, oder sie bilden 
eine steigende oder endlich eine fallende Reibe. 

Findet das Erste statt, wobei wir a den gemeinschaftlichen Werth 
der Gröfse u a 0> a l9 a 2 etc. und b den gemeinsamen Betrag von b 19 6 2 , 
b 3 etc. nennen wollen, so ist in der ersten Reihe die Summe der n er- 
sten Glieder 

S % = a -f cos x -|- cos 2x -f- cos 5 x -f- . . . -f- cos (n — 1 ) jTJ 
d. i. nach der in §. 44. entwickelten Formel 



sin in — \- 1 



2 sin i x 
2 

Für unendlich wachsende n nähert sich dieser Ausdruck keiner bestimm- 
ten Gränze, weil der Sinus eines zunehmenden Rögens immer zwischen 
-f- 1 und — 1 hin und her oscillirt. Die Reihe (7) hat demnach , ins Un- 

ScUSmilch Analyst« I. iweit« Aufl. 8 
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endliche fortgesetzt, keine angebbare Summe, divergirt also. — Ähnlieh 
verhält es sich in unserem Falle mit der Reihe (8) ; für diese ist 

S H = b [sinx -f- sfo 2x -f- sin 3x -f* • • • 4" *** n *\ 



ros 



2 sin - 



wo nun wiederum JJm S n nicht angegeben werden kann und defswegen 
die unendliche Reihe (8) divergirt. 

Bilden die Gröfsen a 09 a l9 a 4 etc. und ebenso b l9 6 a , & 3 etc. eine 
steigende Reihe, so findet offenbar die Divergenz um so mehr statt, und 
es bleibt daher noch der Fall zu untersuchen übrig, in welchem jene Grö- 
fsen eine fallende Reihe ausmachen. 

Multipliziren wir die Gleichung 
I 

S n+l = - a 0 -f- a l cos x -\- a 9 cos 2 x -|- . . . + a n cos nx 
mit 2sin -x und zerlegen rechter Hand jedes doppelte Produkt aus einem 



Cosinus und einem Sinus in die Differenz zweier Sinus, so wird 

=«•«« + fl 2 + 

. / . 2*— 1 . 2« — 3 \ . ( . 2»+l . 2* — 1 \ 
— —*—«»— — xj +a n \si» — l~jr— *j 

Durch Vereinigung derjenigen Glieder, welche dieselben Sinus enthalte! 

2 tt -4- 1 

und durch Transposition von a n sin — a: ergiebt sich hieraus 

2 



1 c . 2JI+1 



13 5 

= («o— «i) ««5* + K — «*) ««j 1 + K — a s) 5* + ••• 

Lassen wir fe unendlich wachsen und setzen wir voraus, dafs die Ab- 
nahme der Gröfsen a 0 , a 1 , o a , ... ins Unendliche gehe, mithin 

Lima H = 0 ist, so bleibt jetzt linker Hand nur 2sin-x . Lim 

*• 

übrig und rechter Hand wird die Reihe unendlich, also 
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(9) LimS„ x = — — L 0 -a x )sini X + (a^a^sin^x 

2 sin — x ' 
2 

6 7 

+ < Ö « — fl 8> Sin S r + < Ä 3 — Ö 4> ö X + * * * 

wir zunächst die Reihe 

(10) (ä 0 — a x ) + (a, — a 2 ) -f- (fl, — *,) + <a 3 — n 4 ) -f . . . 

bei welcher wir die in Parenthesen stehenden Differenzen als ihre einzel- 
nen Glieder ansehen , so besitzt dieselbe erstens durchaus positive Glieder 
(wegen a 0 >• a Y >■ o a etc.) und ist zweitens auch cdnvergent, denn man 
erhält durch Vereinigung der aufeinander folgenden Glieder successive 

a a — a t , a 0 — « 4 , a 0 — a 9 , a 0 — « 4 , ... 

d. h. Summen, welche sich (der Voraussetzung Lim a n =0 zufolge) der 
endlichen Gränze a Q nähern. Wenn nun schon die aus nur positiven 
Gliedern bestehende Reihe 

(«0 — a 0 + ( fl I — Q l) + («» — fl 3> + ' • • 

convergirt, so mufs dasselbe um so mehr mit der Reihe 

(ti) (« 0 — a x )sin-x + («, — a 2 ) sin -x -f- (<i 2 — <f 3 > sin- x -f . . . 

der Fall sein, weil ihre Glieder, den absoluten Wertben nach, kleiner 
als die gleichstelligen Glieder der ersten Reihe sind, und aufserdem die 
Reihe (1 1) theils positive tbeils negative Glieder enthält. Bezeichnen wir 
demnach die endliche Summe der Reihe (11) mit A 9 so folgt aus No. (9) 

lim 5 n+1 = — - 

a 

2 SM — X 

und hier ist die rechte Seite eine endliche Gröfse, sobald x nicht = 0 oder 
= +2», ±4«, +6» etc. ist. Diefs giebt folgenden Satz: 

Wenn die positiven Gröfsen a 0 , a l9 a % , ... eine ins Unendliche 
abnehmende Reibe bilden, so convergirt die Reihe 

i a 0 -\- a x cos x -|- a 2 cos 2x -\- ö, cos Zx -|- . . . 
* 

für alle x, welche nicht = 0, ±2», +4», + 6» etc. sind. 
Läfst man n — z an die Stelle von x treten, so folgt weiter: 

Unter den obigen Voraussetzungen convergirt auch die Reihe 

■ 

1 

- a 0 — a x cos z -f- a 2 cos 2s — a z cos 3z -f- . . . 
** 

für alle z, die nicht ±3», ±5» etc. sind. 

ie Notwendigkeit der hinzugefügten Determination erhellt übrigens auch 

8* 
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von selbst aas der Bemerkung) data die Reibe in den angegebenen Aus- 
nahmefällen die Form 

^ «O + «1 + °t + «8 + • ■ • 

erhält, wo nun, wegeu des gleichen Vorzeichens aller Glieder, die blofse 
unendliche Aboahme von a 09 a l9 a % etc. zur Convergenz nicht hinreicht. 
Färx = » oder z = 0 kommt man auf das schon unter 1. aus anderen 
Gründen bewiesene Theorem zurück. ' 

Ganz ähnliche Betrachtungen gellen für die Reihe (8); multipliziren 
wir nämlich die Gleichung 

S u ss *j sinx -f- a, sin 2x -|- a, sin Sx >{-... + b n si* nx 



mit 2 sin j x und zerlegen rechter Hand jedes doppelte Sinnsprodukt in 
eine Cosinusdifferenz, so folgt 

2 5 Ä ««i* = a, ^c«^i-Mi?xj -f a, ^«w?x — «w|x^ -f ... 

/ 2«— 3 2«— 1 \ . , ( 1n—\ 2n4-l \ 

• • • + "%-\ \ 008 — 2 ~ * — — i~~ X f \* — 2 ~ X — C ° S — 2 — X ) 

und dieser Gleichung kann man leicht die Form geben 



2 sm - x . S n -f- b H cos — x 

i 3 & 

= a, cos - x — (a, — b t ) cos —x — (a 4 — b 9 ) cos - x — 

,t , . 2» — I 
... — — b n ) cos — x 



Unter den Voraussetzungen b t > h 9 > b a > ... ond £im 6 Ä = 0 folgt 
hieraus 

11 3 5 

LmS n = j— jajco^-x — (A, — A 2 ) «w-x ~(a t — a s )«w^jr — ...J 

2sin-x 
2 

Die Reihe 

(*i + (*. — *.) + (*a — * 4 ) + 

enthalt nun lauter positive Glieder (jede Differenz für ein Glied gerech- 
net) und ist ausserdem convergent, nämlich ihre Summe = 6, ; hieraus 
folgt, dafs die Summe 

S & 

(*i — **) cm-j* + (*« — co* -x -f . . . 

um so mehr eine endliche GröTse und dafs mithin auch die Differenz 

1 3 5 

b t cos ^ x — (b t — o % ) cos -x — (b t — b % )cos - x — ... 

i m iE 
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einen endlichen Werth haben mufs. Nennen wir den letaleren B, so 
isl jetzt 

Lim S 9 = — — 

2 

also Lim £ Ä eine endliche Gröfse , wenn nicht ar=0, ±2n, ±An etc. 
Die Reihe (8) mufe demnach, die genannten Fälle ausgenommen, conver- 
giren, ist aber x= 0, oder = -fc 2», + 4rc etc., so reduzirt sich die 
Reihe auf Null und convergirt also noch ; man kann daher das Theorem 
aufstellen : 

Wenn die positiven Gröfsen b l9 b^ s 6, etc. eine ins Unendliche 
abnehmende Reihe bilden, so ist die Reihe 

b x sin x -f- b % sin 2 x -|- b a sin 3 x -\- . . . 
jederzeit convergent. 
Für x = n — z ergiebt sich hieraus noch der Satz : 

Unter den gemachten Voraussetzungen ist die Reihe 

b x sin z — b % sin 2 z -f- b s sin 3z — ... 

gleichfalls jederzeit convergent. 

So geht z. B. aus den entwickelten vier Theoremen auf der Stelle hervor, 
dafs von den Reihen 

• 

cos z , cos 2* , cos ix , cos 4 x , 

— + T~ + ~3 _ + ~T~ + 
cos x cos 2x cos 3x cos 4x . 

1 2~~ + ~3 4 ~ + ' 

sin x - sin 2x . sin Sx . sin kx . 

— H ä 1 3 1 4 *~ 
.u>* x sin 2x , w« 3 jt im4 * , 

T" ~ 2 ~ + 3 V + 



die erste für alle .r cenvergirt , die nicht = 0 oder gleich einem geraden 
Vielfachen von n sind, dafs ferner die zweite convergirt, wenn x kein 
ungerades Vielfaches von n ausmacht und dafs endlich die beiden letzten 
Reihen jederzeit convergireu. 

III. Um ein gröfseres Beispiel von der Prüfung einer Reihe hin- 
sichtlich ihrer Couvergenz oder Divergenz zu haben , bei welchem die 
hauptsächlichsten Criterieu Anwendung linden, wollen wir die folgende 
Reihe betrachten: 

v ' ~ 1 ■ 1 . 2 1 1.2.3 ' 

deren allgemeines Glied durch die Formel 
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u __ f*(f* — <) fr — ») • • • (ft — n — f) x1l 
** 1*2*3« . . • • ä 

dargestellt wird, und worin wir ft und *r vor der Hand als völlig willkühr- 

liehe Gröfsen ansehen. 

Zunächst ist klar, dafs, wenn p eine ganze positive Zahl bedeutet, 
die Keihe endlich wird; denn es mufs dann unter den Differenzen ft — 1, 
fi — 2, ft — 3, ... nothwendig eine vorkommen, die =0 ist; sobald 
diese Differenz eintritt, verschwinden alle Glieder, welche sie als Fak- 
tor enthalten, d. h. die Glieder, die xP+ x , x' 4+2 etc. als Faktoren be- 
sitzen. Für jedes andere ft dagegen wird die Reihe unendlich und wir 
haben daher behufs der Couvergeuzuntersuchung vorauszusetzen , dafs p 
keine gauze positive Zahl sei. 

Ziehen wir den Quotienten it iw . l : u n in Betracht, wobei 

ft(ft — 1) fr — 2) • • • fr — »— 1) fr — ») »+, 

* +1 1.2.3 »(«-fl) 

sein würde, so ist 

Hier giebt das negative Vorzeichen zu erkennen , dafs die fragliche Reihe 
früher oder später einen Zeichenwechsel erhält, sobald x als positiv ange- 
nommen wird, was wir nachher genauer erörtern werden. Nach den 
unter No. I. dieses Paragraphen gemachten Bemerkungen convergirt oder 
divergirt nun die Reihe, je nachdem der absolute Werth von x weniger 
oder mehr als die Einheit beträgt; man hat also 

Convergenz für 1 > x > — 1 , oder x 2 < 1 
Divergenz für x > 1 und x < — 1 , oder x 2 > i. 

Es bleibt nun noch der Fall zu erörtern, in welchem der absolute 
Werth von x der Einheit gleich (*r* = i) ist, und hier müssen die Un- 
terscheidungen x = -f- 1 und x = — 1 gemacht werden. 

Sei nun erstlich x = -f- 1 , so gebt die Reihe (12) bei positiven ft 
in die folgende über: 

C13) ll^ Pfr-*) • »"fr-l) fr" *> r 

und da ft der Voraussetzung nach keine ganze positive Zahl ist,' so giebt 
es immer zwei auf einander folgende Zahlen m — 1 und m, zwischen de- 
nen ft enthalten ist , so dafs ft — m — i noch positiv, ft — m dagegen 
negativ ausfällt; Die obige Reihe läfst sich jetzt in folgender Form 
darstellen : 
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i _|_ £ _|_ Eft*-" 1 ) 4. j_ *) • • • (ft — »»•— 1) 
■ I ~ 1 " 1.2 "r " ' " T 1.2.3 w 



_ ft(ft— i) fr — «) • > • (fi — m- 1) (tt — p) 
1 .'2.5. ... m(m-f 1) 

. f*(f — i) • • • (ft — ^ =: *i) (m — ji) (w + 1 — fi) 
• 1.2.... w(CT-f 1) (w-f-2) 

so dafs von einer gewissen endlichen Stelle an ein Zeichenwechsel ein- 
tritt. Bezeichnen wir die jedenfalls endliche Summe der (m-f- 1) ersten 
Glieder mit S m + X , so ist die Reihe 

, fifc — — m — 1 ) f _ w — fi (w— ft)(w+l— ft) __ 1 

1.2....W L " t + 1 (*.+ *) ("» + «)' J 
und es wird nun die ganze Reihe convergiren , wenn diefs mit dem einge- 
klammerten Theile der Fall ist. Das Letzlere Gndet aber sicher statt, 
weil schon die Reihe der absoluten Werthe 

1 1 m — (»1 — fj)(y/t-f-l — fi) . (w — ft)(ffl+l — f i)( m-}-2— f*) . 

'm-f 1 (j«4-1)(iw + 2)" ' (m-|-l)(y»-|-2)(w-f 3) ' " 
convergirt, wie man aus dem Resultate 

"■'[■fe:-)]— [-fcrSf^-O] 

ohne Weiteres schliefst. Die vorhin eingeklammerte Reihe convergirt 
demnach für alle positiven ft und ebenso ist diefs jetzt mit der Reihe (13) 
der Fall. Wäre dagegen f* negativ, etwa p = — so würde sich die 

■ 

Reihe (13) in die folgende 

i i(i+n + ■ 

(14) 1 T 1T2 1.9.3 + • 

verwandeln, welche nur für A< 1 convergiren kann, weil aufserdem die 
Glieder entweder sämmtlich gleich werden, oder eine steigende Reibe bil- 
den würden. Dafs sie aber in der Thal auch führ jedes acht gebrochene l 
convergirt , erkennt man leicht dorch Zusammenziehnng je zweier Nach- 
barglieder; es wird nämlich No. (14) gleich 

i 1 + "2TT- + 2.3.4.5 • + ~'\ 

und diese Reihe convergirt für 1 >A zufolge des in §. 32. entwickelten 
Theoremes. — Die Reihe (13) convergirt demnach für alle positiven ji 
und solche negative deren absoluter Werth weniger als die Einheit be- 
trägt, was durch 00 > u > — 1 angedeutet werden möge. 
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Ist zweitens in No. (12) x = — 1 , so ergiebt sich die Reihe 

(15) 1 - T + -j-j j-^ + . 

Für ein positives p, welches zwischen j» — 1 und m liegt, kann hier eine 
ähnliche Theilung der Reihe , wie vorhin , veranstaltet werden und man 
erhält, die Summe der a»-f-l ersten Glieder mit S m+l bezeichnet, 



_^ fx(^ — 1)... (fx—m — 



~L («i+D (m+2) +-J 



1 • 2 » • • • TA 

wo die eingeklammerte Reihe convergirt, wie wir schon vorhin bemerkt 
haben; die Reihe (15) convergirt demnach für alle positiven ft. Für ne- 
gative ft = — X dagegen wird aos (15) 

x X(X + i) X(X+ 1) q + 2) 

1 + T + ~r.Y~ + 1T2T3 + 

und diese Reihe könnte nur für X < 1 convergiren , weil aufserdem die 
Glieder gleich werden oder steigen würden. Aber auch für X < 1 conver- 
girt die Reihe nicht , denn aus §. 32. findet man 1 — X > 1 als Conver- 
genzbedingung , die hier, wo X als positiv gilt, unmöglich wird. 

Alles Bisherige zusammengenommen giebt folgende Bestimmungen : 
Die Reihe 

*+ "-:!lT* "+••• 

welche unter der Voraussetzung eines nicht ganzen positiven p ins 
Unendliche geht, convergirt für jedes ft, wenn 1 >a;> — 1 für 
x = + 1 dagegen mufs + 00 > x > — 1 und für .r = — 1, 
4- 00 > ft > 0 sein , wenn nicht die Divergenz eintreten soll. 

» 

§. 34. 

Die Addition and Multiplikation unendlicher Reihen. 

Wir haben früher angedeutet, dafs es eines der wichtigsten Geschälte 
der Analysis sei , unendliche Reihen zu summiren 5 diese Aufgabe kann 
natürlich nur dadurch gelost werden , dafs man mit den fraglichen Reihen 
verschiedene Rechnungsoperationen vornimmt, wobei auch der Fall ein- 
treten kann, dafs man unendliche Reihen zu addiren oder zu multipliziren, 
oder sonstige Hülfsmittel des Calcüls auf sie anzuwenden hat. Bevor wir 
aber derartige Untersuchungen- anfangen, haben wir die Frage zu beant- 
worten, mit welchem Rechte man solche Rechnungsoperationen mit un- 
endlichen Reihen vornimmt und wie weit die Befugnifs dazu reicht. Diese 
Frage ist defshalb nothwendig, weil uns die Arithmetik blofs mit endlichen 
bestimmten Gröfsen oder Polynomen von endlicher Gliederanzahl rechnen 
gelehrt hat, hier aber Ausdrucke , welche ins Unendliche fortlaufen, dem 
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Galcül unterworfen werden sollen , und wollten wir jene Frage unbeant- 
wortet lassen, so träfe die Analysis der Vorwurf einer willkührlichen Aus- 
dehnung rein arithmetischer Rechttungsoperationen , die vielleicht in man- 
chen Fallen zu höchst widersinnigen Resultaten fahren könnte. 

Über die Befugnifs nun , mit unendlichen Reihen nach den Regeln 
der Arithmetik zu rechnen, haben wir Folgendes zu bemerken. Alle bis- 
herigen Rechnungen beschäftigten sich mit Gleichungen und selbst da, wo 
Ungleichheiten eingeführt wurden, geschah diefs nur zur Ausmiltelung von 
Gränzwerthcn , welche sich zuletzt doch wieder in Gleichungen ausspra- 
chen. Es liefse sich wohl auch eine Analysis denken, die es mit unbe- 
stimmteren Beziehungen, etwa Ungleichheiten, Ähnlichkeilen u. dergl. zu 
thun hätte, aber sie würde nur von untergeordneter Bedeutung sein, da 
man in das Wesen der Gröfsenverkniipfungen offenbar durch Gleichungen 
die klarste Einsicht bekommen mufs. Ohne also die Versuche, welche 
von so schwankenden und untergeordneten Standpunkten aus gemacht wer- 
den könnten und gemacht worden sind, weiter zu beachten, wollen wir 
uns jetzt nach den Rechtsliteln umsehen, unter welchen die Rechnung mit 
unendlichen Reihen erlaubt ist. " v.it, , > t , M^.i'i »I 

Zuerst erhellt, da Ts wir die divergenten Reihen aus analytischen Be- 
trachtungen ganz ausschliefsen müssen: denn da unsere Analysis sich mit 
Identitäten beschäftigt und divergente Reihen keiner bestimmten GröTsc 
gleich sind, sondern sich dem Rechner unter den Händen beständig än- 
dern, so mufs hier jede weitere Betrachtung aufhören; alle fernere Rech- 
nung mit ihnen würde sich nur auf die völlig unerwiesene Hvpolhese stü- 
tzen , dafs hier die arithmetischen Regeln noch anwendbar seien. So 
bleiben uns allein die convergenten Reihen und bei diesen lasseu sich die 
Umstände, unter welchen man mit ihnen rechnen kann, leicht aus der 
Lehre von den Gränzen herleiten. Wir haben nämlich folgende Haupt- 
sätze : ■• * > * i 

I. Das Aggregat zweier convergenten Reiben ist selbst eine con- 
vergente Reibe und ihre Summe gleich dem Aggregate von den Summen 
der gegebenen Reihen. Denn wenn 

K — "o + "i + «*+•• + "« 

Qn = *'o + v i + v * + • • + l » 
ist, worin P n und Q n Funktionen von n sind, welche sich für wachsende 
n endlichen bestimmten Gränzen nähern, so ist 

»o + v o + u i + "i +-••• + *• + »» 
folglich durch Übergang zur Gränze für unendlich wachsende u 
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"o + «'o + u i + v i + u % + r » + • • • » «/• 
= Um (P n + <?„) 

d. b. gleich einer endlichen Grüfte, mithin die Reihe links convergenl und 

ihre Summe = Lim P n -f- Lim Q n , was behauptet wurde. Der Satz 

gilt übrigens allgemeiner für jede endliche Anzahl gegebener Reiben, 

wie man unmittelbar aus dem Theoreme 

Lim(P n ±Q K ±...±T n ) 

= LimP 1l ±LimQ n ±...±LmT n 

erkennen wird. 

IL Das Produkt zweier convergenten Reiben mit lauter positiven 
Gliedern bildet wieder eine convergente Reibe, ihre Summe ist das Pro- 
dukt aus den Summen der gegebenen Reihen. 

Um eine bequeme Übersicht über die Partialproduktc der Multiplika- 
tion zu haben , wollen wir die beiden Reiben nach Potenzen einer belie- 
bigen GröTse .r fortgeben lassen und setzeu 

(*) P„ = « 0 +«l* + ««** +••• + «..*•" 

(*) <?«« = *0 + *i* + + • + 

Das Produkt von beiden Reihen ist: 

ö o*o + ( fl o*i + a \ b o) x 
+ («o*» + a i b i + fl **o> x * 

+ 

13) + + .+••• + «..-.»! +«»*o)*" 

+ <«■ *,. + «.*..-, + • + «,.-, *» + «..*.> *"" + ' 

+ • ........ 

+ <«,_,*,• + «..*..->>**" ' 

Bezeichnen wir ti uu die Summe der n -f- 1 ersteu Glieder des Produktes, 
also 

• • • + <«o + «i + • • • + ««»-, *i + Kn) 

so ist • 

M S m9 < P in Q„ 

weil P 3n Q in aufser dem , was in S 2n sich findet , noch die Glieder mit 
x Mi , x' 1 *"*, ... x* n enthält, welche positiv sind, da alle Glieder der 
Reihen (1) und (2) positiv angenommen werden. Multiplizirt man dage- 
gen die Reihen 

(6) P n = a 0 -f- a t x -f- fl a ar* -f . . . + a„:r* 

(7) <?„ = * 0 + *,*-f » a x*+... + *.x* 

welche » Glieder weniger enthalten, als die in (1) und (2) , so erhält man 
als Produkt« 
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«0*0 + <«o*i +«i*o>* 
+ («o *« + «i *i + fl i *o> ** 2 

+ 

+ <«*-,*. + «»*-i> 
+ «.*.*■* 

und aus der Vergleichung desselben mit (4) ergiebt sieb 
(8) 8„>P n Q n 
Es ist also zusammen mit (5) 

<•) P»Q„ > S,n >KQu 

Lassen wir nun » ins Unendliche wachsen, so werden die mit P t9 und 
Qi* UI| d Q» bezeichneten Reihen zugleich unendliche; bezeichnen 
wir ihre Summen mit P und Q, welches hier wegen der Convergenz je- 
ner Reihen endliche bestimmte Gröfsen sind, so ist 

Lim P in =r Lim P n = P 
Lim Q %n = Lim Q n = Q 
Die äufsersten Granzeu in der Ungleichung (9), zwischen denen S tn 
liegt, rücken also dann immer näher an einander und es mufs folglich sein : 

Lim 5 sn = PQ 

d.h. die Summe der Reihe (4) ist endlich, folglich die Reihe convergenl 
und ihre Summe gleich dem Produkte der ihre Faktoren bildenden Rei- 
hensummen. 

Hörten die Reihen (1) und (2) mit ungeradstelligen Gliedern auf, 
d. h. wären sie von der Form 

fl o + «i* + «** a + •.• + «,»**" + «**+i + 

*0 + *1 * + **** + + Kn*" + *«n+i + *™ 

so bezeichne man sie mit 

und setze diefs in dem vorigen Beweise für P an und Q in , so reduzirt 
man diesen Fall auf den vorigen und kann nun allgemein sagen: 
Wenn die unendlichen und convergenten Reihen 

(10) « 0 -|- a x x -f- a 2 x 2 -f- a 3 x* -J- . . . 

(11) * 0 + b 1 x + b 2 x* + b,x*+... 

nur positive Glieder enthalten, so ist ihr Produkt identisch mit 

«o*o + («o*i +«i*o)*+ («o** + «i*i +««*o)** + 

und das Produkt ihrer Summen gleich der Summe dieser neuen Reihe. 

In diesem Falle also ist die Multiplikation nach den Regelu der Arithmetik 

geradezu erlaubt. 

Die soeben geführten Schlüsse finden aber gar keine Anwendung mehr, 

wenn die Reiben (1) und (2) auch negative Glieder enthalten. Denn in 

diesem Falle kanu man nicht sagen , •Iah S„ < P„ Q„ sei, weil die 



1 
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Glieder, welche P tn Q %n mehr enthält, ab S tu zusammen so viel Nega- 
tives geben könnten, dafs P 1W Q 2W gleich oder gar kleiner als S in würde 
und ebenso wenig könnte man behaupten, dafs > P n Q n sei. — Sind 
die Glieder in den Reihen (10) und (11) mit wechselnden Zeichen verse- 
hen, also a 0 , a t , o 4 etc. positiv, a l9 a 8 , o 6 etc. negativ und besitzen 
diese neuen Reihen 

(13) a 0 — a t x -f a t x* — -|- . . . 

(14) b 0 — b t x -j- b^x* — b^x* 

die Eigenschaft, convergenl zu bleiben, wenn man ihnen durchaus positive 
Zeichen giebt, so läfst sich die Sache leicht entscheiden. Denn in die- 
sem Falle ist die Reihe (12) convergeut, folglich ist es um so mehr die 
folgende 

(15) a Q b 0 — (a 0 b t -\-a l b 0 )x -f- (a 0 b t +a l b l -f a 2 b 0 ) x* — . . . 

welche das Produkt von (13) und (14) ist, mithin gilt dann der Satz noch. 

Haben dagegen die Reihen (13) und (14) die Eigenschaft, divergent 
zu werden , sobald man die Glieder auf ihre absoluten Werthe reduzirt, 
so läfst sich auch die soeben gemachte Betrachtung nicht anwenden, also 
nichts beweisen. In der That erleidet dann auch der Satz Ausnahmen, 
wie man aus dem folgenden Beispiele sehen kann. 

Multiplizirt man nach der gewöhnlichen Weise die Reihe 

1 1 . 1 1 

(16) -— + — ——+••• 

V\ Vi V3 Vk 
mit sich selbst, oder was das Nämliche ist, nimmt man die Reihen (13) 
und (14) gleich der vorstehenden und x = 1 , so erhält man für die Reibe 
(15) die folgende: 

(«) 4- - (4 +4-) + (4- + + 4) 

- (~ + ^ + -T 1 -- + 4A + etc. 
V4 V3.2 V^2.3 VlJ 

deren allgemeines Glied , abgesehen vom Vorzeichen , unter folgender 
Form steht: 

4z + 4 + t + • • + 4 — + 

Vn V( n — -1).2 ^(« — 2)3 Vl{n — 1) V n 

in welcher man sich die einzelnen Summanden dadurch entstanden denken 
kaun, dafs man in dem Ausdrucke 
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fitr p 4er Reihe nach 0, i, 2, ... n — 1 setzt. Nun ist aber immer*) 

ei») (*—p) Ap+t) < (j^y 

71 *— 1 

Denn man setze p = — -— + q 9 wo nun q jede beliebige Gröfse be- 

* 



n — 1 

also in jedem Falle weniger, als wenn man p = — -— gesetzt hätte. 

2, 



wodurch ^~~2^~) herausgekommen sein würde. 
Aus der Gleichnng (19) folgt nun 

(n—p) (p+i) ^ \n + ij 



mithin 

1 



> 



V(n — p) (p-\-i) 
folglich für p = 0, 1 , 2, . . . n — 1, 



1 + ^-1— +... + T -!_ + J 



V « V(«_l).2 2). 3 V^2.( W — l) V 

Hieraus erkennt man, dafs die absoluten Werthe der einzelnen in der 
Reihe (17) enthaltenen Glieder beständig wachsen und dafs dieselbe, wenn 

n ziemlich grofs ist, wo man - weglassen kann, von dem «len Gliede 

au ungefähr ebenso divergirt wie die Reihe 

V2« — v^ä^fä + Vä» + 4 — WtT+h + . . . 

Gleichwohl war die Reihe (16) convergent, aber sie würde eine diver- 
gente geliefert haben, wenu man die einzelnen Glieder sämmtlich positiv 
hätte. 



*) Man findet diefs leicht, wenn man die Sache geometrisch betrachtet. Man 
denke sich n — p und p 1, worin p ganz beliebig sein kann, als Seiten eines Recht» 
ecks, so ist (n — p) (p -f- 1) sein Inhalt, nnd n — p -f- p -f- 1 = n -I- 1 sein Umfang, 
welcher hier in Bezug auf p constant ist. Unter allen Rechtecken von gleichem Um- 
fange hat aber das Quadrat den gröfsten Inhalt; für dieses sind die Seiten gleich, 

n — 1 

oder n — p = p + 1 , woraus folgt p = — ^— . Dieser Werth von p giebt also das 
des Ausdrucks (n — -p) (p-f-t) an. 
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34 8ii könnte glauben , die eben gezeigte sonderbare Erscheinung sei 

ein Beweis dafür, dafs divergente Reihen endliche Summen haben könn- 
ten, und könnte in unserem Beispiele das Quadrat der endlichen Gröfse, 
welche die Summe der Reihe (16) ist, für die Summe der divergenten 
Reihe (17) ausgeben wollen. Sieht man aber genauer bin, so wird mau 
im Gegentheil gewahr werden, dafs dieser Schiurs unrichtig und die ganze 
Rechnung nur ein Beweis dafür ist, dafs man Rechnungsoperationen, die 
für endliche bestimmte GrÖfsen gelten , nicht ohne besondere Vorsicht auf 
unendlich fortlaufende Ausdrücke anwenden darf. 

Das vollständige Produkt der als convergeut vorausgesetzten 
Reihen 

(20) ^-l-fl^-f fl 2 * 2 + -f ... 
und 

(21) b 0 4- b t x -f- b^x* + b z x* -f .. . 
wäre nämlich 

(22) a 0 b 0 + a 0 b t x -f a 0 b^ x* -f a 0 b 3 x* + . .. . 
-\- a t b 0 x -f- a l b x x* -f- a l b % x* -{- a x b^x* -\- . . . 
-\- ö 4 b 0 x* -J- fl 2 b l x z a % b 2 x* -J- a 2 b 3 x 6 -\- . . . 
~!~ a z b Q x z -\- ff 3 b 1 x* -|- « 3 b t x 6 -\- ö 3 b 3 x 6 -f- • • • 

+ 

und diefs giebt in der That immer eine convergente Reihe, sobald man 
die Glieder in horizontaler oder vertikaler Richtung zusammen- 
nimmt. Aber so ordnet man die Glieder nicht; man bringt sie in dia- 
gonaler Richtung zusammen, indem man immer diejenigen Glieder sucht, 
welche gleiche Potenzen von x enthalten. Diese Anordnung ist es, 
welche den Fehler herbeiführt. Man nimmt gewissermaßen immer nar 
die eine durch die Diagonale abgeschnittene Hälfte von dem Quadrate, 
welches die sämmtlichen Glieder des Produktes bilden und bekümmert sich 
um die andere Hälfte nicht. Wird nun diese immer kleiner, je weiter 
man mit der Diagonale herabrückt, so ist eine solche Anordnung erlaubt, 
wird sie aber immer gröfser, wie in unserem Beispiele, so ist diese An- 
ordnung falsch, weil sie vernachlässigt, was nicht vernachlässigt werden 
darf. Man kann diefs auch so ausdrücken : Das Aggregat der Glieder in 
(22) ist das vollständige Produkt der Reihen (20) und (21), die Reihe 

«0^0 + < fl O*l + fl l b o) * + < fl O*. + «1 *1 + M s )* a + • - • 

dagegen nur das unvollständige Produkt; dieses kann jenes vertreten, 
wenn das, was zur Vollständigkeit fehlt, immer kleiner wird, wie unter 
den oben angegebenen Umständen ; das unvollständige Produkt darf aber 
nicht an die Stelle des vollständigen gesetzt werden , wenn man nicht von 
der beständigen Abnahme der Ergänzung überzeugt ist. 
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§. 35. 

Die Grauzwerthe bei unendlichen Reihen. 

Wir haben früher ausdrücklich bemerkt, dafs der Satz 
Lim \*p x (x) + <p*{x) -f <p 9 (x) -f . . . + q> m (x) 

= Lim u>,<x) -f* Lim Va<*> + Limtf^x) + . . . 
. . . -f Lim <p m (x) 
worin sich das Zeichen Lim auf eine Veränderung des x bezieht, zwar 
für jede endliche Anzahl m von Funktionen , aber ohne Weiteres nicht, 
für eine unendliche Menge derselben gilt; wir wollen jetzt diesen Ausnah- 
mefall naher betrachten. 

Zunächst ist klar, dafs die unendliche Reihe 

9>i(*) + 9*1*) + 9» 3 ( x ) + • • 
als convergente vorausgesetzt werden mufs, weil aufserdem die gauze 

Betrachtung selbst keinen Sinn haben würde; sind nun o, , a t9 a s , ... 
die Gränzen, denen sich die einzelnen Glieder ip^x), <p 2 (#), g> 8 (j>), . . . 
hei der Veränderung des x nähern , so sei wie früher 

9>i(*) = 'i + *i> (p*(x) =ff a + d 2 , ?>!<*) = « 3 -f d\,, ... 
und hier sind i l , d 2 , 5 a , ... Gröfsen, von welchen nur die eine Ei- 
genschaft bekannt ist, dafs sie der Null beliebig nahe gebracht werden 
können; es wird jetzt 

(1) 9>i(*) + + V 8 <*) -\ 

= a \ + a t + a z + • • • 

und hier sind zwei Fälle zu unterscheiden, ob nämlich die Reihe der 
Gränzwerthe «, + a 2 -f- « 8 -f- . . . divergirt oder convergirt. Fände 
das Erste statt, so mufs auch die Reihe ö x -f- S t -f- d 3 -f- . . . divergiren, 
weil aufserdem die divergente Reibe a x + « a -f- etc. mit der convergen- 
*en Reihe o\ + S 2 + etc. zusammen eine divergente Reihe geben würde, 
was gegen die Voraussetzung streitet, dafs die linke Seite convergiren 
soll; wenn nun aber beide Reihen rechter Hand divergiren, was nicht 
bindert, dafs ihre Summe convergent ist*), so läfst sieb schlechterdings 
nicht angeben, was aus 

Ä, -f" ^3 -f- • • • 



♦) Die beiden divergirenden Reihen seien z. B. 

1 + 3 + 5 + 7 + 9 + * 

1111 

so convergirt ihr» Summe. 
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wird, wenn sämmtlicbe 6 immer kleiner werden, und es kann troizdem 
diese Summe immer noch einen sehr ansehnlichen Werth behalten. Die 
genauere Ermittelung desselben würde in jedem speziellen Falle, wo die 
Funktionen <p x (x), g> 2 (a?) etc. gegeben sind, aus den besonderen Eigen- 
schaften derselben herzuholen sein. 

Wenn dagegen zweitens die Reihe der Gränzwerlbe a x + a, -\- a 9 
-f . . . convergirt, so mufs auch die Reihe 

4* ^* + ^3 + • • • 
convergiren, weil sie im Gegenfalle mit der ersten convergenten Reihe 

zusammen nicht die links stehende convergirende Reihe geben könnte. 

Hier ist nun kein Zweifel , dafs bei fortgesetzter Abnahme aller 6 

(2) Lim (6 1 + 6 2 -f d 8 -f . . .) = 0 

sein müsse. Wären nämlich sämrotliche d positiv und die Summe 

wo nun 9 jedenfalls, einen endlichen Werth hat, so lasse man <p 1 (x), 
9 2 (.r), . . . näher an ihre Gränzen a x , a, , ... heranrücken, wodurch 
sich sämmtlicbe 6 vermindern und die kleineren Werthe ... er- 

halten mögen; es ist dann ähnlich 

*, +*. + *. + •••= ' 

und offenbar 0'<0; weil nun aber sämmtliche 6 der Null beliebig nahe 
kommen köunen, so kann man sie auch beliebig vielmal kleiner als ihre 
ursprünglichen Werthe machen , wenn also Ä* eine willkührliche Zahl be- 
zeichnet, so kann 

*\<j Ä i> *a<j*»> #%<j8 9 , 
werden, woraus 

folgt. Lassen wir Ar ins Unendliche wachsen und berücksichtigen, dafs 
die anfängliche Summe t von endlicher Gröfse ist, so erhellt auf der Stelle, 
dafs die Summe die Null zur Gränze hat, d. h. 6 in Null übergehl, 
wenn die einzelnen Gröfsen Ä, , d a , ... verschwinden. Diese Bemer- 
kungen bleiben im Wesentlichen dieselben, wenn auch die Gröfsen 6 l9 
j t , Ä 8 , ... theils positiv tbeils negativ sein sollten ; man kann nämlich 
in diesem Falle jedes positive Reihenglied mit einem negativen vereinigen 
und dadurch eine Reihe von Differenzen bilden , welche sänimtlich gleiche 
Vorzeichen haben; nennen wir 4 19 J 29 ... diese Differenzen, so ist 
dann 

*i + + 6 s + • • • 
= ± [^i + ^* + + • • •] 
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und jetzt gilt von diesen Gräften J l9 ... wörtlich Dasselbe, was 
vorhin von dj, fl t , ... gesagt wurde. Benutzen wir nun die Gleichung 
(2) zum Gränzenü'bergange in No. (1), so folgt 

Lim [<p x (x) -f <p t (x) + + ...] 

= «1 + a 2 + «3 4" ' ' 

d. i. vermöge der Bedeutung vun a l9 a a , a 8 , ... auch 

= Lim tp t (x) -f- Lim g? 2 (x) -\- Lim (p^(x) -J- . . . 

Wir können demnach folgendes Theorem aufstellen: 
Wenn die beiden unendlichen Reihen 

<p t (x) -f- <jp a (jr) -f <p 3 (x) -f- . . . 

und 

Lim g>,(x) -f- Lim <p 9 (x) -f- Lim q> s (x) -f* • • • 

gleichzeitig convergiren, so gilt die Gleichung 

Lim [tp^x) -\- <p^(x) + 9 8 (ar) + • • •] 
= Lim<p x {x) -\- Lim<p 2 (x) -(- Lim<p z {x) -J- . . . 

sie besteht dagegen nicht mehr, wenn eine der obigen Reihen, oder 

jede, divergent ist. 
Beispiele für beide Fälle sind folgende. Nach den Lehren des vorigen 
Paragraphen convergirt die Reihe 

sin x sin 2x . sin 3x sin 4* , 
"13 2» ■ P ~4»~~ + ' " 

nennen wir F(x) ihre Summe, so ist 

F(x) 1 sin x 1 sin 2x , 1 sin 3x 
W — — Ys " 2« x ■ 3» ~~x " * 

und die nunmehrige Reihe gleichfalls convergent. 

Um hier zur Gränze für verschwindende .r überzugehen , benutzen 

wir das Theorem 

sin mx 



x 

es ist dann die Reihe der Gränzwerthe von den einzelnen Gliedern : 

1 I 1 o _L 1 - 1 ßt _l_ 

♦ 

und diese Reihe convergirt; daher gilt jetzt die Gleichung 

(ä\ Tim F(x) — 1 1 _L 4 1 -L 

(4) Lm ______ + ^ — + . 

Anders verhält sich die Sache bei der Reihe 

sin x sin 2* , sin 3x sin ix , 

— ä" + ~ä r~ + 

deren Summe f(x) heifsen möge; hier ist zwar in 

Schlömilch Analysi. I. .weite Aofl. g 
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f\x) l sin x i sin Sjt , i sin 3x 

(&) ~i~ "~ 4 ~~* 2 ~2~ + 3 



die Reihe rechter Hand eonvergeot; die Reihe der Gränzwerthe dagegen: 

divergirt, und daher würde es unrichtig sein, wenn man 
(«) /,«* ^ =1 — 1 + 1 — 1 + ... 

i 

setzen wollte, wie sieh auch später auf andere« Wege zeigen wird. 

Es ist vielleicht nicht überflüssig, die soeben betrachteten Beispiele 
noch etwas schärfer anzusehen, weil sich gerade hier die vorhin mit Ä p 
, ö 3 > • • * bezeichneten Gröfsen näher angeben lassen und dadurch die 
allgemeinen Bemerkungen anschaulicher werden. Wie schon in 



§. 9. nachgewiesen wurde, ist der Quotient ^~ zwischen 1 und cosz 
enthalten, man kann daher 

= 1 — A(l — cos z) 

s 

setzen, wo l einen ächten Bruch bezeichnet; ebenso ist 

sin mx , 1M 

= m — ml i — cos mx) 

x 

und wenn wir diese Gleichung auf die vorigen Beispiele fiir m = 1 , 2, 
3, . . . anwenden, so folgt 

< 7 > * — I* 2» + 3» 4* + ' ' * 

l t (1 — coj x) , 1,(1 — cos 2x) ■ A 8 (1 — cos 3 x) . 

1* ■ 2« 3» ' " 

wobei J^, X Ä , l s , ... sänuntlich ächte Brüche bedeuten; ferner ist 

(8) ^> = + 

— A t (I «MX) + — cos x) — A a (l CM X) + ... 

In diesen beiden Gleichungen ist die jedesmalige ersle Reibe die Reibe 
der Gränzwerlhe a, , a 2 , a 3 etc. und die zweite die Reihe der Gröfsen 
> °*> cte *> De ' ^ efB erst * 11 Beispiele convergirt die letztere Reihe 
und ihre Summe verschwinde* daher mit x gleichzeitig , in dem zweiten 
Beispiele dagegen divergirt die Keine der ö und es ist defshalb der Gränz- 
werth ihrer Summe ebensowenig als letztere selbst angebbar. 

An das allgemeine Theorem , zu welchem wir gelangt sind , knüpft 
sich noch eine Partie von Folgerungen , deren Erheblichkeit die späteren 
Untersuchungen darthun werden 5 es sind nämlich folgende Bemerkungen 
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* 

I. Zwischen der Funktion und den Funktionen <p x (x), 
<P 3 (ar), ... bestehe die Gleichung 

(9) f(x) = <p x (x) + <p t (x) + <p 9 (x) + . . 

und zwar für alle x, welche kleiner als eine gegebene Gröfse £ sind, sie 
besiehe aber nicht mehr für x> |, so läfst sich die Frage, ob die Glei- 
chung auch noch für x — | richtig bleibe , sehr leicht auf folgende Weise 
entscheiden : Man setze x = £ — 0, wo 0 eine beliebig kleine Gröfse be- 
zeichnet, so gilt den Voraussetzungen nach die Gleichung 

/(£ — P) = «MS — 9) + ^ — 0) + 9> 3 <£ — + 
und hier mufs die Reihe rechter Hand convergiren, weil sie aufserdem 
keiner bestimmten Funktion /*(£ — 0) gleich wäre; durch beiderseitigen 
Ubergang zur Gränze für verschwindende 0 folgt weiter 

(10) f(x — 0) = Lim [>,(£ — 0) -f <30 2 (| — 0) + Vs ({ - 0) + . . .] 
ist nun die Reihe der Gränzwerthe 

Lim q> x (^ — 0) + Lim qp 2 (£ — 0) -f- Lim <p 8 (| — 0) -|- ... 

= 9i(D + 9>*<£) + 9> a <£) + • • 
convergent, so darf man sie statt der rechten Seile von No. (10) Substi- 
tuten und erhält dann 

(12) /({ — 0) = <p x (t) + tp%(6) + 9>i(Ö + • • • 

d. b. in Worten, und mit Rücksicht auf die Bedeutung von /'(£ — 0) und 

m + •) ■■ 

Wenn die Funktion f\x) der unendlichen und convergenten Reihe 

9i( x ) + <P*( X ) + clc - fur alle gleichgilt, so besteht die 

Gleichung 

f(x) = <p x (x) -f- + + • • • 

auch für x = | unter der Bedingung , dafs die Reihe für diesen 
Werth von x noch convergent bleibt; sollte f(x) an der Stelle 
x = £ eine Unterbrechung der Continuität erleiden, so gilt von den 
beiden Werthen /'(£ — 0) und /*(§ -f- 0) der erste. 

II. Nach den Lehren des §. 12. erfordert die Quadratur einer Funk- 
tion einen Gränzenübergang , es gilt daher von der durch den Buchstaben 
Q angedeuteten Operation alles Das, was wir oben von der mit Lim be- 
zeichneten Operation gesagt haben; diefs giebt mit dem Vorigen zusam- 
men folgendes Theorem: ^ 

Aus einer Gleichung von der Form 

F(x) = 4 x <p x (x) + 4 t y t (x) + «*8?s< x ) + • • • 
läfst sich durch beiderseitige Quadratur die folgende herleiten: 

QF(x) = ^(fe^x) -f 4 t Q<p ± (x) + J*Q<Pi{x) + . . 
und zwar besteht dieselbe so lange, als die Reihe convergirt. 

9* 
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III. Hat man eine Gleichung von der Form 
(13) f(x) = A 0 + A x x + A 2 x* -f A z x* -f . . . 

wo schon durch den blofseu Gebrauch des Gleichbeilszeichens die Conver- 
genz der Reihe supponirt ist , und gilt jene Gleichung innerhalb eines bei 
Null anfangenden Intervalles, also etwa von x = 0 bis x = £, so kann 
man x in Null übergehen lassen und erhält 
(U) /(0) = A 0 

weil die Reihe der Gränzwerthe sich auf das eine Glied A 0 reduzirt, also 
immer conVergent ist. Wäre gleichzeitig 

(15) f(x) = B 0 + B x x + B 2 x* + B z x* + . 

so mufs aus denselben Gründen die Gleichung 

(16) /(0) = B 0 

statt finden; aus der Vergleichung von (13) mit (15) und von (14) mit 

(16) schlierst man jetzt, dafs die Identität zweier convergenten Reihen 
der Form 

(17) A 0 -f A x x -f A % x* + A z x* + . . . 
= B 0 + B x x -\- B 2 x 2 -\- B 3 x* -f . . . 

jederzeit die Gleichung 

A o = B o 

nach sich zieht. Läfst man jetzt A 0 und B 0 aus der Gleichung (17) weg 
und dividirt beiderseits mit x, so folgt 

A | A 2 x -J— A^x^ -|- . . * 
= B x + B 2 x + B^x* + . . . . 

und nun läfst dieselbe Schlufsweise wie vorhin erkennen, dafs 

A v — B x 

sein mufs. Wie man auf diese Weise weiter gehen kann, erhellt von 
selbst, und so gelangt man zu dem Theoreme: 
Sind die beiden convergenleu Reiben 

A 0 -f- A Y x -|- A 2 x* -|- A z x* + . . . 

und 

*n + B^x + B 2 x* -f- B^x* + ... 
für alle x gleich , die innerhalb eines bei x = 0 anfangenden Inter- 
valles liegen, so finden auch die Gleichungen statt: 
# 4 0 = B 0 , A x —B x , A 2 = B 2 ü. s.w. 

Finge das Intervall, innerhalb dessen die fraglichen Reihen gleich sind, 
nicht mit x = 0 an, so dürfte man, ohne die Gleichung zu stören, x nicht 
in Null übergehen lassen und dann braucht auch der obige Salz nicht zu 
gelten; ebenso wenig besteht derselbe, wenn die Reihen divergiren, denn 
man kann in diesem Falle nicht allgemein behaupten, dafs sich die Reihe 
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A^ -\- A x x -\- A t x* + etc. auf ihr erstes Glied redozirt, sobald x iu 
Null übergeht. 

- 

§. 56. 
Üie Doppelreihen. 

Unter einer Doppclreihe, oder, wie mau öfter sagt, einer Reibe mit 
doppeltem Eingänge , verslebt man ein Aggregat von Gliedern , welche 
nach folgendem Schema zusammengestellt sind: 

(O «• +«i +«t +«• +••• 

+ «o + u \ + + *a + • • 

+ u l+ u " + + «»+••• 

+ 

das allgemeine Glied einer solchen Reihe würde durch das Symbol 

dargestellt werden, worin in und n ein paar ganze positive Zahlen sind, 
von denen man m den oberen und n den unteren Index nennen kann. 
Nimmt man eine endliche Anzahl von Gliedern aus dem Schema (1) her- 
aus, etwa 

+ «» + U \ +... + «•-, 

+ *o +"* + • • • + "'»-» 

+ 

+ «r i} + «r i] + «r ,} + + «er 0 

so ist die Summe derselben jedenfalls eine endliche GröTse, sobald die ein- 
zelnen Reihenglieder selbst endliche Gröfsen sind, und in so fern jene 
Summe eine Funktion von m und n sein mufs , wollen wir sie mit 



„(«) 



bezeichnen. Die Summe der unendlichen Doppelreihe (1) nennen wir 

Dasjenige, was aus wird, wenn man die ganzen Zahlen m und n 
gleichzeitig ins Unendliche wachsen läfst und hierbei sind offenbar 

zwei Fälle möglich, entweder nämlich nähert sich s ( n m) unter den angege- 
benen Umständen einer bestimmten Gränze S oder es ist eine solche feste 
Gränze nicht angebbar, sei es nun, weil sie im Unendlichen liegt oder 
weil sie überhaupt unbestimmt ist, wie z.B. Lim sin (mx -\- ny). Im 
ersten Falle nennen wir die unendliche Doppelreihe convergeiil und £ 
ihre Summe, im zweiten Falle heifst die Reihe divergent und besitzt 
keine Summe. Die Verbältnisse der Convergenz und Divergenz gestalte« 
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sich hier so eigenthümlich , dafs sie einer besonders genauen Untersu- 
chung bedürfen. 

I. Selzen wir die gegebene Doppelreihe als convergent voraus, so 
mufs jede einzelne einfache Reibe, welche man aus ihr herausgreifen kann, 
selbst convergiren, weil sie einen Bestandtheil jener Doppelreihe bildet; 
daher muls jede der einfachen unendlichen Reihen, welche aus den hori- 
zontal neben einander oder vertikal unter einander stehenden Gliedern ge- 
bildet ist, ebenfalls convergent sein. Bezeichnen wir mit £< m} die Summe 
der m ersten unendlichen Horizontalreihen in No. (1), d. h. die Summe 
der m ersten Glieder der einfachen Reihe 

(3) *„ + «, + «,+ •• 

■ + u 'o + + + 

+ K + + "* + • • • 
+ ...... 

(jede Zeile für ein Glied gerechnet), so ist die Gränze von für 
unendlich wachsende n, und lasseu wir in auch m noch unendlich zu- 
nehmen , so geht Lim in £ über. Bezeichnen wir auf gleiche Weise 
mit s n die Summe der n ersten unendlichen Vcrlikalreihen, also die Summe 
der n ersten Glieder der vielfachen Reihe 

(4) «•+'«• + + 

+ »i + ». + u i + 

+ + «, + "* + • • 

+ 

(jede Zeile für ein Glied gerechnet), so ist s n die Grätize von für 
unendlich wachsende m; lassen wir in s n nachher auch n unendlich wer- 
den, so wird Lims n = S. Diefs giebt folgenden Satz: 

Wenn die unendliche Doppelreihe (1) convergirt und s ihre Summe 
heifst, so sind auch die Reihen (5) und (4) convergent und besitzen 
dieselbe Summe S. 

II. Die soeben angestellten Betrachtungen setzten voraus, dafs die 
Convergenz der Doppelreihe (1) bekannt sei, und schliefsen von da auf die 
Convergeuz derjenigen einfachen Reihen (3) und (4), welche entstehen, 
wenn man entweder jede Horizontalreihe oder jede Vertikalreihe als Glied 
einer neuen einfachen Reihe ansieht ; es fragt sich nun , ob diese Schlüsse 
auch umgekehrt gelten , ob also aus der Convergenz der Reihen (5) and 
(4) die Convergenz der Doppelreibe nothwendig folgt. Die zur Beant- 
wortung dieser Frage dienende Untersuchung ist folgende. 

Wenn eine einfache Reihe convergirt, also die folgenden Gleichungen 
statt finden: 
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S k = V 0 + U x + U % -f . , . + Uh-\ 
Lüh Sk = S 

= + + V% + V* + • « "(/'• 
so folgt durch Subtraktion 

5 — Sk = tf» -f- £^+a -J- . . . 

läfst man hier k ins Unendliche wachsen , so wird wegen £tm iS* = S, 

0 = Lm\u„ + U ll + l + U M + ...\ 

d. h. man kann bei einer convergenten Reihe U 0 U t -\- U % -\- etc. die 
Summe Ut -f- J7*+i -|- t7*+Q -|- etc. kleiner als jede angebbare GröTse 
macheu , wenn man nur k hinreichend grofs wählt. Diese einfache Be- 
merkung läfst sich in unserem Falle auf folgende Weise anwenden. 

Aus der gegebenen Doppelreihe (1) bilden wir die Reihe der absoluten 
Werthe aller Reihenglieder, nämlich 

+ r ö +'',' +r % + .. + r»_, +rl + r'^, +... 



+ r M +r (») +r («) + ... + ,.<«>, +r w + ,<-> +... 

+ - 

Setzen wir voraus , dafs die einfache Reihe der Horizontalcolonuen , also 
die Reihe 

<•> .'. + ',+', + — " ( 

+ ''. + '', + '* + ••• 

+ + r i + r H 

convergire , so kann nach dem ebenerwähnten Salze die Summe 

(T) I? + + r'"' + • • • 

+ r <— > + r <—> + r (—> + . . . . 

+ 

J>ei wachsenden m kleiner als jede angebbare Zahl gemacht werden, und 
wenn wir also mit « eine willkührljche Grörse bezeichnen, so kann die 

vorstehende Summe unter i t verringert werten. Da ferner jedes ein- 

zelne Glied in No. (6) unter der gemachten Voraussetzung selbst eine 
vergente Reibe bilden mufs, so kann auch jede der Summen 
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! r » ~l~ r n+i "h r »+t *4" • • ■ 
r » + r n+i + r «M-i + • • • 
r l + r « + . + »Wi + • * 
r » I r «+i T r «+a T * ' ' 

' 4 

für sich betrachtet, unter jede beliebige Gröfse herabgebracht werden, 
wenn man n hinreichend wachsen läfst ; demnach läfst sich jede solche 

Summe kleiner als -i- t machen und mithin können die in No. (8) ver- 

zeichneten Glieder zusammen kleiner als m . J— e = ^ e werden. Fü- 

gen wir zu den in No. (8) enthaltenen Gliedern noch die in No. (7) ste- 
henden hinzu, so folgt nunmehr, dafs die GröTsen: 

(•) . r » + r «+i + • • • 

r » ~T r «+i ~r • • * 

r +»r +»r .+. 

if**> + r(" +1 > + r«—» + 

zusammen genommen kleiner als die willkührliche Gröfse c gemacht wer- 
den können. Das Aggregat der in (9) verzeichneten Glieder darf nun je- 
denfalls für eine Doppelreihe gelten, von welcher eine endliche Glieder- 
anzahl = 0 und mithin ausgefallen ist; diese Doppelreihe mufs nothwendig 
eonvergiren , weil ihre Summe erstlich weniger als e beträgt und weil sie 
zweitens nicht eine unbestimmte zwischen endlichen Gränzen hin- und her 
schwankende Gröfse (wie sin oo) sein kann , da sie sich im Gegentheile 
beliebig klein machen läfst. Fügen wir nun zu der unendlichen Doppel- 
reihe (9) die endliche Doppelreihe 9 

r o + r i + + • + r... 

+ r \ + r \ + r * + • • + r 'n-i 
. + r o + r , + r a + • + V-, 

+ r? 1 1) + rr ,) V^r l) +- + 

hinzu, so entsteht die Doppelreihe (5), welche nunmehr ebenfalls eonver- 
giren mufs. Unter Rücksicht auf das in No. I. bewiesene Theorem er- 
giebt sich jetzt der folgeude wichtige Satz: 
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Wenn die absoluten Werthe der Glieder einer unendlichen Doppel- 
reibe in Horizontalcolonnen gruppirt, convergenle Reiben bilden 
und wenn zweitens die aus den einzelnen Horizontalcolonnen gebil- 
dete einfache Reihe wiederum convergirt, so ist auch die Doppel- 
reihe convergent und es bleibt dann gleichgültig, ob man die Glieder 
in horizontaler oder vertikaler Richtung vereinigt. 
Dafs dieses Theorem sogleich zu gelten aufhört, wenn die absoluten 
Werthe der einzelnen Glieder nicht mehr convergente Reihen liefern, 
wollen wir an dem folgenden lehrreichen Beispiele nachweisen. Die Dop- 
pelreihe sei 

« K'-ö -K-D +1H) -K-0 +K-9 -• 
+K'-i)'-K-IM-9 , -KH> , +K-0'- 

+K-9-K-l)"+K-i)'-K-;)'+K'-;)"-- 

+ 

Die Summe der ersten Horizontalreihe ist hier, weil sich je zwei Glieder 
aufheben und zugleich eine unendliche Abnahme der Glieder statt findet : 

Die Summe der zweiten Horizontalreihe ist auf gleiche Weise 

10-0* 

die Summe der dritten Horizonlalreihe 

u. s. w. Vereinigt man diese Summe wiederum , so ergiebt sich 

!ß + ©' + ©• + ...] 

► 

= i _L_ - . i 

' ~2 

Nehmen wir dagegen die Glieder der Doppelreihe erst in Vertikalcolonnen 
zusammen , so ist die erste derartige Colonne 

IG + ©• + ©■ + ..]=i 

die Summe der zweiten Colonne 
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-iß + (!)' + (!)'+] = -! 

Die Summe der nächsten Coloune wäre d' c ^ er folgenden 

-jb+ ©;+©■* ]=-t 

u. s. f. Durch Vereinigung dieser Vertikalreihen ergiebt sieb 

1 2, 2 3 , 3 4 ,4 

2 3" t "3""4 i "4""5 + 5"" •• 

und diefs ist keine convergente Reibe mehr, da sie keine bestimmte Summe 
hat; hört man namlieh mit einem positiven Gltede auf, so ist für ein po- 
sitives ganzes k 

= - und Lm Sy^i = - 
schliefst mau dagegen mit einem negativen Gliede, so ist 

und die Reihe gehört demnach in die Kategorie der Reihen wie i — i -f- 
1 — - i -|- etc., weil sie dieser immer ähnlicher wird, je weiter man geht. 
Das anscheinend befremdliche Resultat, dafs die Doppelreihe (10) bei der 
einen Anordnung convergent, bei der andereu divergent ist, erklärt sich 
sehr einfach, wenn man die Doppelreihe erst als endliche ansieht and ihre 
Summe aufsucht. Schliefsen wir die eiste Horizonlalreihe mit dem GUede 

— - Ii — - 1 ab , so ist ihre Summe 

H-ö-H-i) 

die Summe der zweiten Horizonlalreihe ist auf gleiche Weise 
indem man so fortgeht, ist die Summe der mten Horizontalreihe 

K-9"-H'-9" 

Durch Vereinigung dieser m endlicheu Horizontalreiben erglebt sieb 

iK-o+o-a*'* +(-n 

-l[0-a+(-9 , + - + (-9l 
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, C-a-(-9" . (-9t (—3 " 

and diefs ist die Summe der endlichen Doppelreihe. Um hieraus die 
Summe der unendlichen Doppelreihe abzuleiten, mufs man m und n gleich- 
zeitig ins Unendliche wachsen lassen und diefs giebt: 

i — -I für gleichzeitig unend- 
lich werdende n und m eine völlig unbestimmte Gröfse; tätet man erst n 
bei constanten ?/i zunehmen, so ist 

Lim _ = l-+< = 1 

also wenn nachher m unendlich wird 

i — -I =1. 
Lafst man dagegen zuerst w bei unveränderten n wachsen , so wird 



mithin 

m+i 



Lim Lim ^ — ^\ =0. 

Man kann ebenso leicht jeden anderen Gränzwerth herausbringen ; setzt 
man z. B. m -f- 1 = kn 9 wo k eine unveränderliche ganze positive Zahl 
bedeutet, so wächst m mit n gleichzeitig und es ist jetzt 

Lim Lim — i^**' = Lim — i j*" = e~ k 

Die in No. (10) verzeichnete unendliche Doppelreihe hat demnach keine 
bestimmte Summe und ist folglich divergent, obgleich die einzelnen Hori- 
zontalcolonnen selbst convergiren und auch die Reihe ihrer Summen con- 
vergent ist; dagegen würden die absoluten Werthe der Reihenglieder nicht 
mehr convergente Reihen liefern und ebendefshalb besteht das vorhin aus- 
gesprochene Theorem nicht mehr. 

III. Es seien P und Q die Summen der beiden convergeuleu Reiben 

"o + «I +«!+*» + •'■ 

»o + v i + V 2 + V 3 + • 
von welchen wir voraussetzen, dafs sie auch dann noch convergiren, 
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wenn man die einzelnen Glieder auf ihre absoluten Werthe reduzirt ; bil- 
det man die Doppelreihe 

u o v 6 + u i v o + u % v e + 'Vo + • • • 
+ u o v \ + u \ v \ + Vi + • • 
+ "o v 2 + "iH + • ■ • 
+ u o v i + • • 
+ • 

so ist jede der iiier vorkommenden Horizontalreihen convergcnt, und zwar 
hat die erste v Q P, die zweite v % P 9 die dritte v 2 P etc. zur Summe; fer- 
ner convergirt auch die Reihe dieser Summen, denn 

v 0 P -|- v x P -\- v^P -f- v^P -\- . . . 

ist das Produkt aus P und der als convergenl vorausgesetzten Summe. 
Nach dem Theoreme in II. convergirt nunmehr auch die obige Doppelreihe 
und darf in Vertikalcolonnen geordnet werden, d. h. die neue Reihe 



u o v o 



+ "i*o + "o»i 

+ U i V 0 + U i V l + U 0 V 2 

~"f~ ' * " 

convergirt unter den gemachten Voraussetzungen und hat PQ zur Summe. 
Es fuhrt so die Betrachtung der Doppelreihen auf das Theorem in §'. 54 , 
II. zurück. 



C a p i t e 1 Vm. 
Das Binomialtheore in. 

§. 37. 

Aufgabe der binomischen Entwickelang. 

Schon bei der geometrischen Darstellung der Funktionen wiesen wir 
darauf hin, dafs sich einige der einfachsten Funktionen zu einer etwas 
allgemeineren Funktion zusammenfassen lassen, von welcher jene spezielle 
Falle darstellen , wir bemerkten , dafs die allgemeinere Form a -\- bx die 
besonderen Formen a -|~ x, a — x und bx in sich enthalte. Derselbe 
Gedanke läfst sich noch etwas weiter ausfuhren; giebt man nämlich den 

c 

fünf einfachsten Funktionen a-\-x, a — .c, bx, - und x^ die folgenden 

x 

Gestalten 
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[fl + (-f-4)*]S [« + <— i)*] 1 , [0+**]» 
[o + lor]" 1 , [0 + (+i)*F 
so erkennt man in ihnen spezielle Fälle der allgemeineren Funktion 

<«) (« + 

und es ist unmittelbar einleuchtend , dafs die Betrachtung dieser Funktion 
auch zu allgemeineren Resultaten führen mufs, als die Untersuchung jener 
besonderen Formen. Wir stellen uus daher gleich die umfassendere Auf- 
gabe einer Entwicklung der Eigenschaften, welche der unter No. (t) 
verzeichneten Funktion zukommen. 

Der nächste Schritt zur Lösung dieses Problemes besteht in einer 
Umwandlung des obigen Ausdrucks , welche eine einfachere Form dersel- < 
ben darbietet; es ist nämlich 

Diese Umbildung könnte nur in dem Falle a = 0 untbunlich erscheinen, 
aber auch selbst dieser beeinträchtigt die Allgemeinheit nicht, denn man 
kann sich die Null als (i ranze einer unendlich abnehmenden Gröfse « den- 
ken und dann gilt offenbar die Gleichung 

worin sich das Zeichen Lim auf das Verschwinden von a bezieht; es er- 
scheint demnach jener Ausnahmefall als Gränzfall und mithin als spezieller 
Fall der Funktion 

-(•+?)' 

Naher angesehen besteht diese Funktion aus einem couslanten Faktor 
(<* tt ) und dem veränderlichen Faktor 

« 0 + ?T 

der letztere ist es allein, welcher unsere Aufmerksamkeit in Anspruch 
nimmt, denn nur er bildet eine Funktion von x 9 während der Faktor «P 
die untergeordnete Rolle eines unwandelbaren Begleiters spielt. Wenn 
nun x das ganze Gebiet der positiven und negativen Zahlen durchläuft, so 

ist diefs auch mit ^ der Fall; bezeichnen wir also diesen Quotienten mit 

z 9 so dürfen wir nunmehr z als die unabhängige Variabele ansehen und 
demnach ist es in letzter Instanz die Funktion 

(4) 

auf deren Untersuchung es ankommen würde. 
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Bleiben wir zunächst bei dem einfachsten Falle stehen , wenn p eine 
ganze positive Zahl m bezeichnet, so ist die Funktion (i+z)* gleich 
dem Produkte aus m Faktoren, deren jeder = 1 -|— z ist. Diese Multi- 
plikation läfst sich in jedem Falle nach den Regeln der Buchstabenrech- 
nung ausführen, und zwar gäbe diefs folgende fortlaufende Rechnung: 

(t+i)i = l + l.j 
mit i + s multiplizirt 

giebt 1 + 1 . s 

-j- 1 • z -f 1 . 

# 

(1 -f *)* = i -f 2 . z + 1 . 5* 
mit 1 -|- 5 multiplizirt 

giebt 1 + 2 . s -f- 1 . s* 

-j- 1 . z -j- 2 . * a -f- i . z % 

(1 + *) 8 = 1 -f 3 . ä + 3 . ** + 1 . * 3 
mit 1 -|- z multiplizirt 

giebt l-{-3-* + 3.**-|-t.* 8 

-j- 1 . * -f- 3 . s a + 3 . z* -\- 1 . 

(1 -f *)« == 1 -|- 4 . z -f- 6 . z* + 4 . s 3 _|_ i . *4 

u. s. w. 

Aus dem Gange dieser Multiplikation erhellt zunächst, da Ts die Potenzen 
von z regelmäfsig aufsteigen , nämlich von z° = 1 bis zu einer Potenz, 
deren Exponent derselbe ist wie der des links steheuden 1 -f-z, dafs also 

(5) (1 -f *)• = 1 + m x z + m^z* -f m^z* + . . . + m m z m 

sein würde, worin m l9 m 2) m 3 , ... m m gewisse Zahlen bedeuten, 
welche nicht von z, sondern nur von m abhängen, und die Binomial- 
coeffizienten heifsen mögen. Man bemerkt leicht das Gesetz, nach 
welchem sich diese Zahlen bilden , es spricht sich nämlich in dem folgen- 
den Schema aus, welches von dem vorigen Multiplikationsschema durch 
Weglassung der Potenzen von z abgeleitet ist: 

I; i, i 

1 , 1 addirt 

II; I, 2, i 

t, 2, 1 addirt 

III; i, 3, 3, l 

1, 3, 3, 1 addirt 

IV; 1, 4, 6, 4, t 
u. s. w. 
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Hierin geben die römischen Ziffern den Exponenten m an, zn welchem 

die nebenstehenden Binomialcoeffizienten gehören. Beachtet man, dafs 
jede von der Zahlenreihe, welche addirt wird, mit der vorhergehenden 
identisch, aber um eine Stelle weiter geschoben ist, so erkennt man auf 
der Stelle das Bildungsgeselz der Binomialcoeffizienten in seiner einfach- 
sten Form; jeder Binomialcoeffizient entsieht nämlich durch Addition 
zweier Coeffizienten aus der vorhergehenden Reihe , von denen einer mit 
ihm in derselben Vertikalcolonne und der andere daneben steht (z. B. 
IV \ = III, + UIj), und es läfst sich diese Hegel allgemein in der Formel 

(6) (m + 1)t = m k -f- 

aussprechen ; dieselbe besteht auch für A == 1 , wenn man m 0 für 1 rech- 
net, was mit Rücksicht darauf, dafs in No. (5) r° den Coeffizieulen 1 
besitzt, ganz in der Ordnung ist; auch kann man die Formel für £ = 0 
benutzen, indem man ro_, (und ebenso wt_ 3 etc.) =0 setzt, was 

insofern mit der Gleichung (5) übereinstimmt , als darin die Potenzen 

% —-, * — ^ z — Ja'- 

nicht vorkommen und mithin ihre Coeffizienten Noll sein müssen. Nach 
diesen Erörterungen hat es keine Schwierigkeit, die folgeude schon für 
sich versländliche Tabelle der Binomialcoeffizienten zu entwerfen : 



3 

II 1 - 


0 

t 


1 


2 




4 


5 


6 


1 


8 


0 










t 












: 


i 












i 




II 


1 


2 


1 














III 


1 


3 


3 


1 


4 










IV 


i 


4 


6 


4 


1 










V 


1 


5 


10 


10 


5 


1 








VI 


1 


6 


15 


20 


15 


6 


1 






VII 


1 


7 


21 


35 


35 


21 


7 


1 




VIII 


1 


8 


28 


66 


70 


5* 


28 


8 


I 



u. s. w. 

Durch die Consiruktion dieser Tafel für m k sind wir nun zwar zu einer 
Auflösung unseres Problemes für den Fall eines ganzen positiven Expo- 
nenten gelangt, aber wir werden uns bei einiger Aufmerksamkeit geste- 
hen müssen, dafs diese Lösung noch sehr mangelhaft ist. Denn selbst 
abgesehen davon, dafs wir noch gar nicht wissen, wie der Fall eines 
nicht ganzen positiven Exponenten zu behandeln wäre , so bat 
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sang schon darin eine bedeutende Unvollkommenheit, dafs wir den Werth 
eines Binomialcoeffizienten nieht unmittelbar angeben können , sondern 
dafs zu seiner Berechnung die Kenntnifs der vorhergehenden Coeffizienten 
erforderlich ist (um z. B. X s zu finden, müfste man die Tabelle erst bis 

m = X fortsetzen). Die nächste Aufgabe mufs daher sein, das Gesetz 
zu entdecken , nach welchem sich irgend ein beliebig aus der Reihe her- 
ausgegriffener Coeftizient m k aus dem Exponenten m und seinem Stellen- 
zeiger k bildet, so dafs es nachher möglich wäre, jeden beliebigen Coef- 
fizienten unmittelbar und ohne Rücksicht auf seine Vorgänger hinzuschrei- 
ben. Da wir schon die Tabelle der Binomialcoeffizienten besitzen und sie 
jeden Augenblick beliebig weit fortsetzen können, so ist es das Natür- 
lichste, zunächst durch Verglcichung der vorhandenen Zahlen sich auf das 
Bildungsgesetz hinführen zu lassen und dann eine Bestätigung desselben 
auf anderem Wege zu suchen, ein Verfahren, welches sehr häufig mit 
dem besten Erfolge angewendet wird. , ^\<l>, 

Die Zahlen unter der Überschritt 0 sind sämmtlich = 1 , dafs sie es 
sein müssen, erhellt unmittelbar aus der Bemerkung, dafs die Reihe (5) 
mit 1 anfängt; es ist demnach 

m n = 1. 

Die Zahlen der nächsten Vertikalcolonne sind dem jedesmaligen Exponen- 
ten gleich und diefs folgt aus dem Gange der successiven Multiplikation, 
bei welcher jene Zahlen aus einer fortgesetzten Addition der Einheit ent- 
stehen, also 

m. . = m. 

Die Zahlen unter der Rubrik 2 können folgendermafsen geschrieben 
werden: 

2.1 . 3.2' 4.3 JA 5.4 6.5 

l= — , 3 = — , 6 = — , 10 = —, 15 = —, ... 

und daraus scheint hervorzugehen, dafs überhaupt 

m (m — i) 

ist. Giebt man den Zahlen der nächsten Colonne die Formen 

3.2.1 4.3.2 5 .4.3 6.5.4 7.6.5 
2. 3* 2.3' 2.3* 2 . 3 ' 2 . 3 ' " * * 

so scheint sich in ihnen das Bildungsgesetz 

m(m — i ) (m — 2) 
m » - 2T3 
auszusprechen. Für die unter der Rubrik 4 stehenden Coeffizienten müfste 
demnach die Form 
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— 1) (m — 8) (m — S) 

m * ~ 2T3T4 

richtig sein, und in der Tbat passen darauf die Zahlen I, 5, lj», 36 etc., 
wenn jm = 4, 5, 6, 7, ... gesetzt wird. Demzufolge scheint das Bil- 



„ lk m(m — i) (m — 2) (m — 3) ... (m — k — \) 

statt zu finden und die Formel (5) würde demgemäfs lauten : 



• + 



m (m — 1) (»1 — 2) . . . (jw — m — 1 ) w 



1 .2*3 m 

Es wäre nun uoch die Hauptfrage zu erörtern , ob das hypothetisch ange- 
nommene Bildungsgesetz der Coeffizienten richtig ist; zu einer derartigen 
Gontrole bietet sich folgendes Mittel als 'einfachstes dar. Man abstrahire 
von der linken Seite der vorstehenden Gleichung und versuche die rechter 
Hand stehende ihrer Form nach völlig bestimmte Reihe zu summiren; er- 
hält man hierbei (1 + «)* *or Summe , so ist jenes angenommene Bil- 
dungsgesetz das richtige. Um aber diesen Gedanken nicht in so be- 
schränkter Weise auszuführen, fragen wir allgemeiner, welche ist die 
Summe der Reibe 

1 + i * + "T72 - + 1T2T3 3 + * * 

worin fi und z ganz beliebige Zahlen bedeuten. 

Diese umfassendere Aufgabe reduzirt sich bei ganzen positiven p = m 
auf die vorige, weil dann die Reibe irgendwo abbricht. Für jedes andere 
fi dagegen verschwindet keines ihrer Glieder, die Reihe wird unendlich 
und hat nur dann eine Summe, wenn sie convergirt. Die Bedingungen 
aber, unter welchen die Convergenz statt findet, haben wir bereits in 
§. 33, III. entwickelt und sie dienen uns als Basis für die weitere Be- 
trachtung. 

§. 38. 

Summirung der Rinomialrcihe. 

Die Summe der entweder endlichen oder unendlichen und dann als 
convergent vorausgesetzten Reihe (7) wird offenbar eine gewisse Funktion 
der beiden Veränderlichen fi und z sein 5 die Aufgabe, jene Reihe zu sum- 
miren , kommt demnach auf die andere zurück , die Natur einer noch un- 
bekannten Funktion zu bestimmen. Diese Bestimmung müfste entweder 
aus speziellen Werthen oder aus Eigenschaften der Reibe geschehen ; das 

Sekiaailch Aoaljraii I. »weite Aufl. IQ 
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Erste geht hier defswegea nicht, weil wir bei der gänzlichen Unbestimmt- 
heit des fc und z keine speziellen YVerthe bekommen können, wir müssen 
uns also an die zweite Weise halten. Dadurch scheint eine nicht unbe- 
deutende Schwierigkeit in die Untersuchung zu gerathen , weil wir noch 
gar keine Eigenschaften der fraglichen Reihe kennen, die wir zur Bestim- 
mung der ihr gleichen Funktion benutzen konnten. Indessen leitet fol- 
gende Bemerkung auf die Spur einer solchen. Wenn unsere hypothetisch 
angenommene Form der Coeffizienten die richtige wäre, so wurde für |* = 
einer ganzen positiven Zahl m 9 die fragliche Funktion in (4 -j- z) m über- 
gehen müssen. Diese Funktion hat aber eine ganz charakteristische Ei- 
genschaft, nämlich die, dafs für jedes a und ß 

(I (1 + *)? = d +*) a+ ^ 

ist, aus der sich umgekehrt auch die Natur der Funktion bestimmen laTst. 

Bezeichnen wir also mit f(m) die Summe der Reihe 1 -f- — z -f- . . . -{- z m , 

so mufs diese Funktion die Eigenschaft /'(«) f(ß) = f(a -|- ß) haben, vor- 
ausgesetzt, dafs das angenommene Bildungsgesetz richtig ist. Könnten 
wir nuu umgekehrt zeigen, dafs die Summe f(m) der fraglichen Reihe 
diese Eigenschaft habe, so würde sich mit Hülfe von §. 25. daraus die 
Form der Fuuktion /*(»*), d. h. die Summe jener Reihe bestimmen lassen. 
Diesen Gedanken wollen wir auszuführen suchen. 
Sei also 

worin z beliebig ist, sobald p eine ganze positive Zahl bedeutet, dagegen 
zwischen -J- i und — 1 liegen mufs, wenn fi andere als positive ganze 
Werthe hat. Bezeichnen wir die Coeffizienten der Reihe nach mit f* 0 , 
Pi > #*a wo nun diese Größen, nicht die wahren, sondern unsere 
hypothetisch angenommeneu BinomiaJcoetbzienten bedeuten, so ist für 
jedes ganze positive », 

wodurch das Bildungsgesetz der Coeffizienten vollkommen bestimmt ist. 

Schreiben wir diese Reihen für zwei andere beliebige Gröfsen a und 
ß statt ft hin, so haben wir 

(3) /(a) = a 0 -|- a v z + tt 2 z* + a 3 z* -f . . . 

a — n 

«o = 1 » «Wi = n _|_ i «» 

(4) /(ft = ßo + ßi* + ßi** + fii** + ..- 

ß — n 

ßt> — *» ft*, = -qri^ 
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und dorch Multiplikation beider Reihen 

f(a) f(ß) = « 0 ßo + («oft + «ift) * 

+ («oft + «ift + ««ft)** 

+ (»oft + «ift + «*ft + «aft) **+••• 

Bezeichnen wir die Coefözienten dieser neuen Reihe mit y 0 , y,, y,, ... 

so ist 

(*) fl«>/<0> = Yo + yx* + y*** + y*** + • - 

und für jedes ganze positive n, 

(«) y* = «.ft + «.-ift + «»-A + • • • + «ift-, + «oft» 
ebenso 

(7) = «a+ift + «»ft + «*-ift + • • • + «ift 4" «oft+1 

Es gelten nun offenbar folgende Gleichungen: 
a 



+ ß — n _ « — n , ß 
n + i n+i ■ n + i 



« — * — * j_ 0 — ~ * 

~~ 77 -f t * « + 1 



» -f i ^ i^f i 

Multiplizirt man hiermit die Gleichung (6) und wendet im ersten Gliede die 
erste , im zweiten Gliede die zweite Form u. s. f. an , so ergiebt sich : 

* + ß — » « — * a i ß a 

I «—«—* .. o ■ ß— i _ a 

+ « + i + /T^TT Ä 

q-«~2 Ä 



+ 



^ n + i lP *-' ^ ti + 1 ,P *-< 

Ferner ist für jedes ganze positive p 

f*, — *Vi , folglich (fi — p) = (/> + i) f*^, 

10* 



Digitized by Google 



Y» 



148 Cap. VIII. Das Binomialtheoreni. 

und diese Formel hat man hier in jedem Gliede anzuwenden Gelegenheit; 
in der ersten Vertikalreihe für p = « und p = n 9 n — 1,« — 2, ... 
i , 0 und in der zweiten für fi = /3 und p = 0, 1, 2, ... n — 1, n. 
Hierdurch erhält man: 

a + ß — n . i 

n + i * = a *+> ß « + ^fl 

+ «A + «~fl 

+ !rjH + ,7^7 «— 
+ 

+ ,rji «A-. + «A 

+ "A + a <A +l 

oder, wenn man die Glieder diagonal zusammennimmt, 

" + ß — * 
n + i 

= ««+,ft> + «nß, + «u-ißjt + ... + «A + «oft*. 

d. Ii. nach Formel (7) 

a + ß-n _ 
n + i U "~ 

und diefs gilt für jedes beliebige a und ß, weil die ganze Demonstration 
auf reiu identischen Transformationen beruht. Selzt man der Reihe nach 
n = 0, ! , 2, 3 . . ., so erhält man 
a + ß 

_ «+ß- l _ (a + ß) (a + ß-i) 

Y% — 2 Yi — Y7i Yo 

_ q + <3^2 _ (a + ß)( a + ß-i) (a + ß — *) 

y» — 3 — 1.2.3 y ° 

ti. s. f. 

Es ist aber y 0 = a 0 ß 0 = 1 . 1; führt man nun die Werlhe von y 0 , y t , 
y a etc. in die Gleichung (5) ein , so wird 

/(«) f(ß) = 

f + -l-* + 1.2 * T 1.2.3 * +* * 

Vergleicht man die hier stehende Reihe mit der in (1), so übersieht man, 
dafs sie aus derselben hervorgeht, wenn (t=za + ß gesetzt wird; ihre 
Summe ist also f(« + ß) und folglich haben wir die Gleichung 
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/[«)/(«=/(« + «• 
Wir kennen aber bereits die Form derjenigen Funktion, welcher diese 

Eigenschaft zukommt, dieselbe ist nämlich 

worin der Werth der Constanten a durch die Gleichung a =± f{\) be- 
stimmt wird. Nehmen wir in der Gleichung (1) fc == 1 , so wird für un- 
seren Fall a = f(l) = 1 -\-z, folglich 

und hiermit ist für jedes p die Summe der als convergent vorausgesetzten 
Reibe (1) gefunden. Fugen wir noch die Bedingung der Gonvergenz bei, 
so ist 

(8) (1 + nf 

— i + j* H fTä - + TT2T3 + 

+ l > * > — 1 

wobei die Bestimmung -|- 1 ^ z ^ — 1 nur lur den Fall eines nicht gan- 
zen und positiven ft gilt, weil im letzteren Falle die Reihe eine endliche 
für jedes z gültige ist. 

§. 39. 

Folgerungen aus dem Vorigen. 

Die Formel (8), welche den Namen des allgemeinen Binouiial- 
theoremes führt, ist die Basis für eine Reihe der wichtigsten Untersu- 
chungen, die wir später durchführen werden. Für jetzt betrachten wir 
nur die nächsten Folgerungen aus ihr. 

I. Nehmen wir 

a 

und multipliziren die so entstandene Gleichung 

(•+?)'='+f?+'4s i, ©'+- 

mit aP, so ergiebt sich die allgemeinere Gleichung 
(1) (ö + bx)P = 

■ I ^1.2 v ' 

1 1.2.3 v ' ■ 

Sie gilt für alle Werthe von a, b und x, wenn p eine ganze positive 
Zahl, mithin die Reihe eine endliche ist, aufserdera aber mufs die Be- 
dingung 
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bx 

erfüllt sein, wenn die Gleichung (i) bestellen soll. 

Setzt man erst bei positiven und dann bei negativen ft einmal a = 1, 
b = -|- 1 , dann a = 4 , 6 = — 1 , so entstehen folgende vier Formeln : 

(2) <« + *>* = 

1 +T* + 1.2 * + 1.2.3 * + ' 

(3) (i - *y = 

(4) (1 + = 

1^1.2 1.23 ■ 

(5) (1 — sT* = 

' 1 ^ 1.2 * 1.2.3 T 

mit der gemeinschaftlichen Bedingung 

1 > x > — 1. 

Als spezieller Fall ist hier uoch die Aunahme /* = i von Interesse; 
man findet damit für i ^ x ^> — 1 



(6) <«+*)• = ^*+* 

— +2 24 ' 2.46 2.4.68 "■"""* 



(7) (1 — *)* = ^1- 



~~" 1 2 24 2.46 2.4.68 



(8) (I +sr)-i == --.J. 



1 . 1.3 „ 1 .3.5 1.3.5.7 

= 1 x -+- x 2 — x 3 4- x* — 

2 ^2.4 2.4.6 ^2.4.6.8 

t 

(9) (1 - xfi = ~1 



Vi- 



. . 1 . 1.3, .1.3. 5 ,.1.3. 5. 7.. 

= '+«* + iTÄ*' + 2747« *• + nröTs' 4 + • 

Eine bemerkenswerte Umgestaltung der Formel (5) liefert die Substitution 



1 -f s 
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wo nun z jede beliebige positive Zahl bedeuten kann, weil dann x immer 
zu einem ächten Bruche wird ; es ergiebt sich nämlich unter der Bemer- 
kung, dafs 

<» -** r o - Ti.-y = (rr-r = <*+*> + ' 

ist, die nachstehende Formel 

(10) (I -f *). tt = • . 

lo^f * \_Lr(f+i)( s V . p(H-*)0»+ »)f * Vi. 

oo ^> r ^> 0 

deren Brauchbarkeit darin liegt, dafs dem z der grofse Spielraum des 
positiven Zahlengebietes gelassen ist; für ganze negative p bricht die 
Reibe ab. 

II. Von den hier entwickelten Formeln läfst sich ein vorteilhafter 
(Gebrauch zur Ausziehung der Wurzeln beliebig hoher Grade machen, 
indem man wie folgt, verfährt. 

Wenn aus der gegebenen Zahl Z die rote Wurzel gezogen werden 
soll, so zerlege man Z so in zwei Theile a und b, dafs sich aus a die 
mte Wurzel ziehen läfst, oder mit anderen Worten, man suche diejenige 
nächst kleinere Zahl a auf, welche eine mte Potenz ist; man bat alsdann 



= * a - i/(, + g= Vi. (,+?)* 

und hier kann man den Ausdruck ^1 + ^* nat 'h e ' ner der Formeln (2) 
oder (10) behandeln; so ist z. B. 

= 5 • [' + 1 \ - rn (S) + äH^e 6) - ] 

ferner nach No. (10) 

-.*•[■+ iä + h(ä)' + Hr:(äy + ] 

Liegt Z nahe an der nächst grofseren Zahl A, die eine mle Potenz bildet, 
so ist es vorteilhafter, 
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zu setzen, woraus 

folgt, und nun die Formel (3) in Anwendung zu bringen; z. B. 

= & r.iJ 2 r 2 y 2.5 / 2 y n 

L 3125 3 % 6\i25j 3.6.9\J25j " " J 

Man wird leicht bemerken, dafs nach diesem Verfahren das Ausziehen der 
Wurzeln beliebiger Grade um so leichter wird, je gröfser die Zahl Z ist; 
von Vortheil sind dabei Tafeln der Potenzen der gewöhnlichen Zahlen, um 
aus ihnen sogleich o oder A entnehmen zu können. 

§. 40. 

Die Eigenschaften der Bioomialcoeffizieotco. 

I. Dafs bei ganzen positiven Exponenten zwei benachbarte ßiuo- 
mialcoeffizienten zusammen wieder einen Binomialcoeifizienten und zwar 
einen des nächst höheren Exponenten geben, ist bereits in No. (6) des 
§. 37. bemerkt worden; es besteht aber diese Eigenschaft auch allgemei- 
ner, denn man hat 

. _ fi(fi-l)(fi — 2) ♦•• fr — " + 2> 
~T r« i . 2 . 3 . . . (« — 1) 

, ftfr — *) fr — 2) . . . (fi — n + 2) fr — n+ 1) 
' 1 . 2 . 3 ... (» — !)« 

oder wenn man Alles auf gleichen Nenner bringt, 

_ [n + n— » + *] ftfr — 1) fr — 2) • • • fr — « + *) 

1.2.3 ... n 



fr + l)fr + l— -Dfr + 1— 2) ... fr -|- 1 — n — 1) 

1.2.3 ... n 

= fr+*). 

Übrigens erscheint der Satz auch als spezieller Fall des in §. 58. bewiese- 
nen allgemeineren Theoremes 

(2) (« + ftn 

= «ußo + «n-iPi + <V- A + ••• + *! ft»-, + «0 ßn 

wenn man darin a = ft und 0 = 1 setzt, wodurch sich die Reihe rechter 
Hand auf ihre beiden ersten Glieder reduzirt. 

II. Für einen ganzen positiven Exponenten ^ = m ist die Anzahl 
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der Binomialcoeffizienten begränzt, und zwar = m -|- 1 ; die Tafel der 
Coeffizienten läfst vermulben , dafs die von Anfang und Ende gleich weit 
entfernten Coeffizienten gleich sind, nämlich 

m 0 = tn m , m l = m m _ J > = m m—t y etc. 

überhaupt 

(3) m k = 

Diefs erkennt man auch leicht aus dem Bildungsgesetze der fraglichen Coef- 
fizienten; es ist nämlich 

_ m (m — j) (m — 2) (m — 3) . . . (m — m — k -\- 1) 
~~~ 1.2.3 ... (m — k) 

m(m — \) (m — 2) . . . (* + l) 
1.2.3 ... (m — k) 
Dafür läfst sich schreiben 



tn(m — 1) ... (m — k — 1) (m — k) (m — k -|- 1) ... (A-(-l) 
— 1.2 ... k(k + i) (k-{- 2) ... [m — k) 

und wenn man die im Zähler vorkommende Faktorenreihe 

(m — k)(m — HP!) ... (A+2)(A-|-1) 
gegen die im Nenner beßndliche umgekehrte Faktorenreihe 
(*+l)(*-|-2) ... (jw — k — — 1 ) (m — k) 
bebt, so bleibt übrig 

m(m — i) (m — 2) ... (m — k — 1) 

*-* = 4.2.3 ... * = m> 

übereinstimmend mit No. (3). 

Für ein ungerades m ist die Anzahl der BinomialcoefBzienten gerade, 
und mithin kommt jeder Coeffizient zweimal vor; bei geradem m dagegen 
ist die Anzahl der Binomialcoeffizienten ungerade, und folglich giebt es 
dann einen mittelsten Binomialcoeffizienten. 

Von diesem mittelsten Binomialcoeffizienten gilt eine interessante Be- 
ziehung; setzen wir nämlich in No. (2) a = /S = », so folgt 

(2»), = n u n 0 -f n m __ 1 n i -f n n _ % n % -f . . . + n 0 n n 

oder, weil » Ä = » 0 , n n _ l = n x , n n _ t = n % u. s. w. ist, 

(4) (2n) n = (* 0 )» + («,)* + + . . . + («.)» 

d. h. die Quadratsumme aller Binomialcoeffizienten eines ganzen positi- 
ven Exponenten ist gleich dem mittelsten Binomialcoeffizienten des dop- 
pelten Exponenten. 

III. Nach dem in §. 35, I. bewiesenen Satze dürfen wir die Gül- 
tigkeit des Binomialtheoremes auch für die Fälle x = -|- 1 und x — — 1 
in Anspruch nehmen, sobald die Reihe noch convergirt; so erhalten wir 
aus Formel (2) des vorigen Paragraphen für x = -f- 1 
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(5) * tt = Po + f*i + + f*s + • • • 

und diese Gleichung für jedes ganze positive p, aufserdem aber ist sie an 
die Bedingung 

oo > p > — 1 
gebunden. Ebenso leicht ergiebt sich für x = — 1 

(6) 0 = f* 0 — f«i + f* a — f*a + • • 

gültig für jedes ganze positive ft und sonst uuter der Bedingung 

oo ^> fi ^> 0. 

Die Gleichung (6) besteht, wie auch die angegebene Bedingung sagt, für 
(i = 0 nicht, denn es ist dann 

(1 — *)° = 1 

und diefs gilt für jedes x 9 also auch für x = — 1; dasselbe giebt die 
Reihe (6) , indem sie sich für p = 0 auf ihr erstes Glied 0 0 = 1 reduzirt. 
Nicht ohne Interesse ist es , die etwas zusammengesetztere Reihe 

zu betrachten, in welcher m und n ganze positive Zahlen bedeuten mögen-, 
sie bricht ab , sobald einer der Indices von m selbst = m geworden ist. 
Schreiben wir nämlich die Reihe in der Form 

»o OT « — (*+ ^i^. + + — ... 

setzen für » 0 , (n + (n + ... ihre Wertbe und drücken 
m n +i » »»f tJ • • • durch we w aus, so Bnden folgende Beziehungen statt: 

, . ' . n -\- i m — n m — n . v 

( n + i)i m »+ l = J— • — • = — j — • »• = 

u. s. w. 

Die fragliche Reihe nimmt jetzt folgende Gestalt an : 

[(m — «) 0 — (m — «) t -f (m ~ «) a — . . .] m n 

und die Summe der eingeklammerten Reihe ist Null für m^n, dagegen 
Eins für m = n. Diefs giebt zusammen folgenden bemerkenswerthen 
Satz: Die Summe der Reibe 

(7) n n m n — (n -f- -f (* + — . . . 

ist Null, wenn die ganzen positiven Zahlen m nnd n von einander ver- 
schieden, dagegen Eins, wenn sie gleich sind. 

IV. Analog m p bezeichnet den |>ten Coeffizienten , welcher 

tu 

zum Exponenten — gehört. Derselbe ist 
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1.2.3 . . . p 

Mulliplizirt man Zäbler und Nenner mit 2 P , so erhält man leicht 



(8) 



fm\ _ m(m — 2) (m — 4) (m — 6) ... (m — 2/?-f2) 
\ß) f ~~ 2.4.6... (2p) 



Von diesen Ceeffizienten halber Exponenten gelten mehrere sehr merk- 
würdige Relationen, welche auf folgende Weise entstehen. 

Sei p eine ganz beliebige GröTsc, n eine positive ganze Zahl and fol- 



mit der Forderung gegeben, ihre Summe aufzufinden. Bezeichnet r 
positive ganze Zahl, so ist ein beliebig aus der Reihe herausgegriffenes 
Glied von der Form 

und wir können uns die Reihe selbst dadurch entstanden denken, dafs man 
hier successive r = 0, 1, 2, 3, . . . » setzt und alle hervorgehenden Grü- 
ften addirt. Entwickelt man den Werth jedes Faktor«, so erhält man 

_ ^(ft—l) (ft— 2) . . . (ft— 2r-f-i) (^*— 2r) (fi— 2r— 2) . ♦ . (p— 2/i-f 2) 
~~ i . 2 . 3 . . . (2r) * 2 . 4 . 6 . . . (2« — 2r) 

Im Zahler bilden hier diejenigen Faktoren, in welchen gerade Zahlen stib- 
trahirt werden, nämlich 
p, fi — 2, (i — 4» ... n — 2r-f-2 und (i — 2r, p — 2r — 4, ... 

fi — In -f- 2, 

eine fortlaufende Reihe und wir können daher das Produkt in folgender 
Form schreiben: 

Ufr*— 2)...(p— 2«+2) (ft— 1)^—3)...^— 2r-ft) 1 

|.3.5...(2r — 1) ' 2.4.6... (2r) * 2 . 4 . 6 ... (2»— 2r)' 

Setzt man noch im Zähler and Nenner die Faktorenreihe 

(2r-|-l) (2r + 3) ... (2n — 3) (2»— • 1) 

zi, wodurch sich der Werth des Bruches nickt ändert, so erhall mau im 
Nenner des ersten Faktors die ununterbrochene Reihe der ungeraden Zah- 
len von 1 bis 2»-)- 1, mithin: 



Digitized by Google 



156 Cap. VW. Das 

-m- = 

Ufr— 2)...(fi— 2*-f2) (f — — 5).»(^-2r+1) (2*— l)(2»--3)...(2r-H) 
1.3. 5. ..(2»— 1) ' 2.4.6... (Sr) " 2 . 4 . 6 ... (2» — 2 r) 
Der erste dieser Faktoren ist von r anabhängig; wir setzen daher der 
Kürze wegen 

(U) fr — 4) . . . fr — 2n + 2) _ 

1 ; 1 . 3 . 5 ... (2/1 — 1) 

Der zweite Faktor ist nichts Anderes als der Bioomialcoeffizient ^ * \ , 

wie man leicht durch Formel (8) prüft; schreibt man den dritten Faktor 

in der Form 

(2/1 — 1) (2/1—1—2) ... (2« — 1— 2* — 2r-f 2) 
2.4.6 ... <2n — 2r) 
so erkennt man auch in ihm einen Binomialcoeffizienten , 

(~~~2~~~) 5 es * sl a * so 

<<•> M^L-mp) 



Setzt man hier successive r = 0, 1 , 2, . . . n und addirt alle entspringen- 
den Gleichungen, so foigt, dafs die Reihe (9) gleich ist der nachstehenden 

'[m(-? j ).+ (^ 1 ).(-? 1 L+- 

Die eingeklammerte Reihe lafst sich aber nach Formel (6) des §. 38. suni- 

2 tt \ u — 1 

iniren, wenn man dort a = — - — , 8 = —— — setzt; ihre Summe 

• 2 2 

ist (a+ß) n oder 

/ >+ 2/» — 2 \ = ( ft -f 2/1 — 2) fr+2/i — 4) .. . fr-f 2) ft 
V 2 J u 2.4.6... (2*) 

Setzt man hierzu den Faktor k seinem Werthe aus (11) nach, so findet 

man , dafs die Reihe (9) gleich ist dem Ausdrucke 

ftfr — 2) fr— 4) ... fr — 2^2) jifr + 2) fr + 4)... fr + 2/» — 2) 
1 . 3 . 5 ... (2« — 1) 2.4.6... (2») 

die Gleichung folgt 



...+»,„(^) ; + : ,.(s !: ). 

— fr* — 2«) fr» — 4*) . . . fr* — 2« — 2*) 
~" 1 .2.3.4 ... (2») 
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V. Eine ganz ähnliche Transformation ist für die Summirung der 
Reibe 

J > — *n + \\ / > — in — i\ 
■ j A + ^'l ä ) 0 

nöthig. Ein allgemeines Glied derselben ist: 

= fi(li— 1) ...fr— 2r) fr — 2r — 1)fr — 2r — 3) ... fr — 2« + l) 

1 .2.3...(2r-|-l) * 2.4.6...(2a — 2r) 

Im Zähler bilden hier diejenigen Faktoren, in denen ungerade Zahlen ab- 
gezogen werden, nämlich 

H — 1, p — 3, ... n — 2r-{-4 
und fi — 2r — 1, fi — 2r — 3, ... ft — 2« -}~ 1 

eine ununterbrochene Reihenfolge ; wir können daher die rechte Seite der 
Gleichung (15) in folgende Form bringen: 
,ifr^-l)fr-3)...fr-2;»+l) fr-2)fr-4)...(ffr-2r) i 

i . 3 . 5 ... (2r + 1) 2.4.6 ... (2r) * 2 . 4 . 6 ...(2ä— 2r) 

Setzt man noch im Zähler und Nenner die Faktorenreihe 
(2r -f 3) (2r -|- 5) ... (2» — 1) (2» -f 1) 
zu, so ist der obige Ausdruck gleich dem folgenden 
^-l)(^-3)...(fi-2H-l) fr-2)fr-4)...fr-2r) (2«+ 1)(2*-1)...(2r+ 3) 

1 .3.5...(2«+l) 2.4.6...(2r) * 2. 4 . 6 . . . (2« — 2r) 

in welchem der erste Faktor von r unabhängig ist und mit k bezeichnet 
werden mag. Schreibt man die anderen beiden Faktoren in folgenden 
Formen : 

(fi — 2) (ft — 2— -2) ... (ja --2 — 2r + 2) 
2 . 4 . 6 . . . 2 r 

und 



(2*+l) (2* +1— 2 ) ... (2*H-1 — 2w — 2) +2) 
2.4.6 ... (2» — 2r) 

so erkennt man in ihnen die Binomialcoefßzienten ^ ~ 2 ^ und 
(—2^) 5 f0,gHch isl 

Setzt man successive r = 0 , 1 , 2 , ... n und addirt alle so ent- 
stehenden Glieder, so findet man, dafs die Reihe (14) gleich ist der 
folgenden 



n—r 
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•+( ? T- , ).m.] = '( ? = 1 ^). 

woraus man durch Eotwickelung des zweiten Faktors und Substitution des 
Werlhes von lc findet: 

fi(ft* — 1») (ft* — 3») ... Qi» — 2a — I*) 
1.2.3.4 ... (2» 1) 

VI. Man bemerkt ebenso leicbl, date 

( i Lr 

1 . 3 . 5 ... (2« — 1) VVr \ ^ J«_ r 

ist, und hieraus findet man, wenn r = 0, 1, 2, ...» gesetzt und Alles 
addirt wird, 

/> — 2» — i\ fr« — 1«) fr« — 3 « ) . . . (p* _ 2n — 1*) 

. . 2 J 0 — 1 . 2 . 3 . . . (2«) 

VII. Aus der Gleichung 

/ fA _2r — 2\ 
h*. ( — )_ 

_ (f* — 2) (fi — 4) ... (ft — 2») / > — l \ / 2»-|-l \ 
~~* 1 .3.6 ... (2» + l) V 2 J r V * 
ergiebt sich endlich noch für r = 0 , 1 , 2 , . . . n und Addition aller ent- 
stehenden Glieder 

<-»".( d i i ).+'-(^)._,+'.(^L.+-_ 

_l_ „ — — _ f (f » - 2») fr» — 4») . . . fr» — 2 **) 

• • -h r*,f , ^ 2 J o - " 4 # 2.3 ... (2« + l) 

Von diesen vier letzten Gleichungen (13), (16), (17) und (1B) wer* 
den wir später eine wichtige Anwendung machen. 
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€ a p i t e 1 IX. 
Die fixponenzialreihe. 

§. 41. 

Ableitung derselben aas der Binomialreihe. 

Den Lehren des §. 8. zufolge nähert sich der Ausdruck 



(• + iT 



für unendlich wachsende a> der Gränze e s , und es giebt demnach das vor- 

«egeode Theoren, ei» Mitte, an die Hand, „* von der Potenz (, + i)" 

zu der Exponenzialgröfse e* überzugehen ; man gelangt zwar auf diesem 
Wege zunächst nur zu derjenigen Exponenzialgröfse , welche die beson- 
dere Zahl e = 2,718.. zur Basis hat, also zur natürlichen Exponen- 
zialgröfse , aber es liegt hierin keine wesentliche Beschränkung der Allge- 
meinheit; man kann nämlich jede andere ExponenzialgröTse a* leicht auf 
die Form c* bringen, indem man 

a* = (e' a )* = e* ta 
setzt und mithin xla an die Stelle von z treten läfst. Dieselben Opera- 
tionen , welche den Übergang von der Potenz zur Exponenzialgröfse ver- 
mitteln , müssen sich nun auch auf die der Potenz gleichgeltende Binomial- 
reihe anwenden lassen, und es ist unmittelbar klar, dafs man auf diesem 
Wege zu einer Reihe für die Exponenzialgröfse gelangen wird. 

1 1 
Bezeichnen wir — mit d, woraus a> = ^ folgt, so nimmt die 

Gleichung 

"-[(• + =)■] = •• 

die folgende Gestalt an 

(1) Lim [(1 -f <**)*] = *• 

worin sich das Zeichen Lim auf das Verschwinden von 8 bezieht. Es ist 
aber vermöge des Binomialtheoremes 

i 

(I + «5»)* 
oder nach Wegschaffung der Brüche 
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(«) (i + **f 

^ 1 ^1.2 ^ 1.2.3 

, (1 — *) (1 — 2S) (1 — 58) 
+ 1.2.3.4 ~ * + 

und diese Gleichung gilt für jedes d, wenn die Bedingung i^iz^ — 1 
erfüllt ist, welcher man die bessere Form 

(3) _ >5> __ 

geben kann. Lassen wir jetzt in der Gleichung (2) d in Null übergehen 
und benutzen linker Hand die Formel (1), so folgt auf der Stelle 

Diefs ist die sogenannte Exponenzialreihe ; sie gilt, wie aus No. (3) er- 
sichtlich ist, für oo^>z^> — oo, d.h. für jedes beliebige endbebe i. 
Nimmt man speziell 2 = 1, so erhält man die Gleichung 

w < = 1 + i + r i 2 + r-5-3 + " 

welche zur numerischen Berechnung von e dient; die Rechnung selbst ist 
sehr leicht, weil sich jedes Reihenglied aus dem vorhergehenden durch 
eine blofse Division ableiten läfst; man findet 

e = 2,718281828459. 
Die Zahl selbst ist irrational und der Dezimalbruch kann defshalb keine 
Periode enthalten; man überzeugt sich hiervon durch folgende einfache 
Schlüsse. Die Summe der Reihe 

(6) ^ + 273 + 2TiT4 + 2 . 3 \ 4T5 + ' * 

beträgt offenbar weniger als die der folgenden 

2'2.2'2.2.2 n 2.2.2.2 

• -r 

und sie ist daher ein ächter Bruch. Wäre nun 

2 2.3 + 2.3.4 + 7 

wo 2 einen rationalen ächten Bruch bezeichnet, dessen Zähler und 
9 

Nenner rationale ganze positive Zahlen sind, so würde durch Multiplika- 
tion mit 2 . 3 . 4 ... q folgen : 
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3.4.5 . . . q -j- 4.5.6...^ -|- 5 . 6 . . . q . . . -f- 1 
11 1 

q+ 1 (q+i) (q + Z) ^ (q + D (q + V (q+V + "' 
= 2.5.4.5 ... (q — 1) . p 
Die erste Zeile linker Hand enthalt nur Produkte von ganzen positiven 
Zahlen, die Summe derselben ist daher selbst eine solche Zahl, die M 
heifseu möge; die rechte Seite ist ebenfalls eine ganze positive Zahl, die 
wir mit N bezeichnen wollen. Demnach wäre 

(7) m 4 \ 1 s— - — 1- . . . = N 

Die Summe der Reihe 

_1_ . L__„ + 1 . 

beträgt nun offenbar weniger als die Summe der folgenden 
_i_ 4. !_ . 1 . 

— _L i _ i 
+ i • i ~ i 

und ist daher <: 1 , da ^ jedenfalls die Einheit übersteigt. Laut No. (7) 
müTste nun eine ganze positive Zahl M , mit einem ächten Bruche verei- 
nigt, der ganzen positiven Zahl N gleich sein; dieser Widerspruch be- 
weist, dafs die Summe der in (6) verzeichneten Reihe irrational und mit- 
hin nach No. (5) auch e eine Irrationalzahl sein mufs. 

Nach dieser Digression über die Zahl e kehren wir zu der Gleichung 
(4) zurück, um aus ihr eine Heihe für a* abzuleiten. Selzen wir nämlich 

e % = a* 

so folgt, wenn wir beiderseits die Logarithmen irgend eines Systemes 
nehmen, 

z log e = x log a , z = — 

mithin, wenn die für e z und z angegebenen Werthe substituirt werden, 

+ l .2 .3\iogc ) + " # 
Da uns die Wahl des logarithmischen Systemes noch völlig frei steht, so 
können wir ebensowohl e als a dafür nehmen ; das Ersle giebt 

. xla . (x la)* . (x la) 3 . 

<») fl * = 1+ _ + T _L + ____ + ... 

das Zweite dagegen, wenn Hog für log gesetzt wird, 

Schlömileh Analy««. I. «weite Anfl \\ 
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(10) a* = 1+ i + ^ (^)* 



Das letzte Resultat ist in so fern von Bedeutung, als es zu einem gege- 
benen Logarithmus die zugehörige Zahl finde» lehrt ; für a* = y folgt 
nämlich .r = *log y und mithin 

<"> »*« + T(59 + niG59* + - 

Man erkennt hier wiederum, dafs das natürliche Logarithmensystem das 
einfachste ist; denn für a = e erhält die vorstehende Gleichung ihre ein- 
fachste Gestalt: 

(12) y = i + \ .(*) + r ™ + — i"73* (/y)!l + — 

Unler den hier entwickelten Formeln ist die unter (4) verzeichnete die 
wichtigste , in so fern sie die Quelle aller übrigen bildet. Sehr häufig be- 
nutzt man sie mit den Substitutionen z = kx und z = — kx, wo k einen 
conslanten Faktor bezeichnet; es ist dann 

„„ ,._. + * + £: + _£, + ... 

daraus folgen noch die beiden Formeln 
(15) 



2 

"~* '1.2' 1.2.3.4"" 1.2.3.4.5.6^""* 

e** — e- k * 

— 

~^l'"l.2.3'l.2.3.4.5+ ,# 
auf welche wir spater zurückkommen werden. 

§. 42. 

Andere Ableitungen der Exponenzialreihe. 
I. Setzt man in der Bioomialformel 
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z = a° — i und p = j , so ergiebt sich nach .Wegschaffung der 
Brüche 

" 1 T72T3 \~T~) +'•' 

und diefs gilt für \y> a 9 — 1 >• — 1, eine Bedingung, die um so mehr 
erfüllt ist, je kleiner ö genommen wird ; lassen wir ö in Null übergeben 
und setzen 



a 5 — i 



= A 



ö 

so folgt jetzt aus (I) für jedes a und x 

(2) a* = i + - A + t^^ 2 + -T^~^ + 

1 1.2 1.2.5 

Was nun die Gröfsc ^ betrifft, so weifs man aus §. 8. Formel (15), dafs 
dieselbe =/« ist, und damit geht die Gleichung (2) unmittelbar in dieje- 
nige über , welche im vorigen Paragraphen unter No. (9) entwickelt 
wurde; man braucht aber diese Kenntnifs von A nicht vorauszusetzen, 
sondern kann sie sich mittelst der Gleichung (2) selbst verschaffen. Da 

namb'ch letztere für alle x gilt, so ist es auch erlaubt, x = — zu setzen 
und man hat dann 

folglich, wenn e die Summe der rechter Hand stehenden Reihe bezeichnet, 

a A = e 

Nimmt man beiderseits die Logarithmen irgend eines beliebigen Systemes, 
so folgt 

— log a = log e oder A = 

A log e 

und durch diese Substitution wird die Gleichung (2) mit der unter No. (8) 
des vorigen Paragraphen entwickelten Formel identisch. 

II. Eine ebenso kurze als elegante Ableitung der Formel für e* er- 
hält man durch unmittelbare Summirung der jederzeit convergenten Reihe 

1 + f + 1T2 + nibä + • 

wir nämlich die ui bekannte Summe derselben mit f'(x), so 



hat man 

11* 
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(») /w = 1 + f + I fl + + 

und entsprechend 

m /»-« + f + i l ?5 + r^7i + - 

Die Multiplikation der beiden vorstehenden Gleichungen giebt: 
fix) . f(y) = 1 

r 1 ^ 1 

■ 1 . 2 T i 1 ~ 1 . 2 

. _* 3 i ** y i f i y B 

~ r 4.2.3~ r 4.2'l~ f ~l'l.2~ r i.2.3 

+ 

Bezeichnet man die cinzelneu Horizontalreihen mit T,, T % , T, etc., 
so ist 

(5) /<*> . /<*> = 1 + *\ + + t s + . . . 

und hier bestimmt sich das allgemeine Glied T n nach der Formel 

•""I.2...«" 1 "!. 2 ... («— 1) ' 1 ' i . 2 ... (» — 2) ' 1 . 2~ r '** 

■ * y*~' . y" 

' • • T 1 * i . 2. ..(« — 1) 1 . 2 . . . * 
Dieser Gleichung kann man folgende Gestalt geben: 

= T^Tn ['' + \*~> + ^ V +- + .-] 

d.i. nach dem Biuomialtheoreme für ganze positive Exponenten: 
Die Formel (5) verwandelt sich jetzt in die nachstehende: 

/<*> .^-» + M J! + s #f ! + ?*ff + - 

d. i. 

/(x) . /(y) = /(x + y) 
Hieraus folgt aber nach §. 25. 

fix) = [/<!)]* = [i + i + jlj + . . . J 

und man hat demnach 
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= 1 + 1 + F~2 + 1.2.3 + 
Diefs ist aber die £xponeuzialreihe, wenn man die Summe der eingeklam- 
merten Reihe mit e bezeichnet. 



C a p i t e 1 X. 
Die logar ithmischen Reihen. 

§. 43. 

Ableitung einer logarithmischen Reihe aus der Binomialreihe. 

So wie wir in §. 41. die Exponenzialreihe aus der Binomialreihe mit- 
telst der Formel 

Lim [(1 -f Sz) 8 ] = «• 
ubleiteleu, so können wir auf ähnliche Weise auch eine logarithmische 
Heihe gewinnen, indem wir uns an die Gleichung 

€? — 1 

(1) Lim —j— = & l§. 8. No. (15)] 

halten und auf die für a s geltende Reibe dieselben Operationen anwenden, 

welche hier mit a? selbst vorgenommen werden. Das Nächstliegende 
wäre nun, die Exponenzialreihe zu benutzen und in der Gleichung (R) 
§. 41. ö für* zu schreiben; es würde diefs aber, wie man leichl finden 
wird, zu dem trivialen Resultate /a = /a führen. Wir benutzen daher 
nicht die Exponenzialreihe, sondern die Binomialreihe und setzen zu die- 
sem Zwecke die zweitheilige Gröfse 1 -|- x an die Stelle von a a so dafs 
die Gleichung (1) nunmehr lautet: 

(2) Lim 0 *]* ~~ — = Hi + *) 

Wenden wir hier auf (1 -J-.r)" das ßinomiallheorem an, so ergiebt sich 

(3) i±±^=± 

- 1 * I 6 - { x* I t*- 1 ^- *)^ | (^-0(tf~2)(^-3) 
— + 1.2.3 ' + 1.2.3.4 X + ' 

Die Reihe geht ins Unendliche, weil der Exponent ö ein kleiner Bruch 
ist, den wir naehher bis zur Gränze Null vermindern; sie gilt dem links 



Digitized by Google 



166 Cap. X. Die 

stehenden Ausdrucke so lange gleich, als x zwischen -f* * 0 °d — * e °t~ 
halten ist. Lassen wir Ö in Null übergehen und benutzen die Formel (2) 
für die linke Seite der Gleichung (3) , so folgt jetzt 

(4) /(l + x) = i x _ i *• + i x» _ i + . . . 

1 > * > — I. 

Für x = -f- 1 convergirt die Reihe noch, daher besteht die Gleichung 
auch in diesem Falle und giebt 

m 1 1 i 1 1 i 



Für x = — 1 divergirt die Reihe rechter Hand und ihre Summe ist un- 
endlich; in so fern nun das Resultat 

//nv 1 i 1 I 

1(0) = — - — - — - — - — ... = — oo 
12 3 4 

immer noch richtig ist, kann man sagen, dafs die Formel (4) so lange gilt, 
als x die Gränzen -f- l und — 1 nicht überschreitet. 

Bevor wir die mannicbfaltigen Folgerungen erörtern , die sich an die 
Gleichung (4) knüpfen, wollen wir erst eine zweite Ableitung derselben 
geben, die auf ganz anderen Grundsätzen beruht und sich zugleich durch 
ihre Kürze empfiehlt. Nach Formel (2) §.15. ist 

(5) W + x) = 

und wenn man den Quotienten 1 : (1 + x) in eine Reihe verwandelt, was 
für ein »cht gebrochenes x erlaubt ist, 

(6) /(l + *) ss 0(1 — * + ** — * 8 + . . •) 

1 > x > — 1. 

Die rechter Hand postulirte Quadratur läfst sich dadurch ausfuhren , dafs 
man von jedem einzelnen Reihengliede die Quadratur bestimmt, was nach 
der Formel 

leicht geuug ist. Auf diese Weise ergiebt sich aus No. (6) 

*<.+->-?-?+?-?+... 

1 > x > — 1 
was mit der Formel (4) übereinstimmt. 

Lassen wir — x an die Stelle von x treten , so giebt die Formel (4) 

(7) /(i_x) = - jx-ix»-ix»-ix*~... 

!>*>—!' 

oder auch 
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(8) 



1 > x > — 1. 

Da der Quotient 1 : (1 — x) einen ächten Bruch zum Divisor hat, so be- 
trägt er mehr als die Einheil; setzen wir daher 

-L- = i + 3 , so folgt * = r J rT 

und hier kann uun z jede beliebige positive Zahl sein; die Formel (8) 
geht dann in die folgende über: 

w ^+') = Knrr) + iGTi) 4 + iGTT) S + • 

Rein theoretisch betrachtet, ist durch die Formeln (7) und (9) die Auf- 
gabe, zu einer gegebenen Zahl den natürlichen Logarithmus zu findeu, 
vollständig gelöst; für alle Zahlen unter 1 dient nämlich die Formel (7), 
für alle Zahlen über 1 die Formel (9). Logarithmen negativer Zahlen 
giebt es bekanntlich nicht und mithin erschöpfen die obigen Beziehungen 
schon alle Fälle. Für die praktische Berechnung sind dieselben weniger 
brauchbar wegen der meistenteils geringen Couvergenz der vorkommen- 
den Reihen , und wir geben daher noch einige Entwickelungen , welche 
zur wirklichen Berechnung von Logarithmen dienen können. 



(1) 



und 



)• 44. 

Reihen zur Berechnung von Logarithmen. 

Zieht man die siebente Formel von der vierten ab, so ergiebt sich 

1 "> x > — i 



— ! — = s, also x = —7-7 
1 — x z-\- 1 



geht die ebenentwickelte Formel in die nachstehende über: 

" '•-[i(Sfi) + H^)' + H^) , + -] 

welche für jedes positive z Gültigkeit besitzt. Sie ist von Vortheil für 
kleine z, z.B. z = 2, wo man erhält 

Kennt man den Logarithmus einer Zahl a, so (indet sich der Logarithmus 
von a -\- b, wenn b < a, durch die Bemerkung, dafs a -f- b = a -\- ^ 
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und mithin /(« + b) = fa + l[\ + ^ ist. Da nämlich der Voraus- 
setzung nach der Quotieut ^ unter der Einheil liegt, so giebt die Anwen- 
dung von No. (4) 

« «.+., = . + i(f)-iQ- + |©'-... 

a y> b 

Eine brauchbarere Formel liefert die identische Gleichung 

1+ * 



* _ 1 2a + b 
+ «~l-_'_ 

indem man den Logarithmus von 1 -f- ~ nunmehr mittelst der Formel (1 ) 

dieses Paragraphen für x = b : (2 a -|- 6) entwickeln kann; diefs giebt 

(4) /(a+£) = Äi 

und zwar gilt diese Formel für alle positiven a und b 9 weil dann 
b : (2a -|- b) jederzeit ein ächter Bruch wird. Für a = 2, 6 = 1 hätte 
man z. B. 

— +«G(ä)+ifö) , +iG5) , + •••] 

was sich sehr leicht rechnet. 

l 

Nimmt man in der Formel (8) x = , so wird für p ^> 1 

die linke Seite ist hier 

= /(/>*> — /(^« — i) 

= 2/(/>) - [l(p - 1) + + 1)] 

und durch Substitution hiervon findet man leicht 

(5 ) * = «r-» + '<r-U> 

111111 

2 p* 4 6 p* ' * 

Diese Formel lehrt den Logarithmns einer Zahl p finden , wenn die Loga- 
rithmen der beiden benachbarten Zahlen p — 1 und -f 1 schon bekannt 
sind. Nun braucht man aber nur die Logarithmen der Primzahlen zu be- 
rechnen, in diesem Falle sind p — 1 und p-\- 1 gerade, d. h. zusammen- 
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gesetzte Zahlen , und folglich ihre Logarithmen aas den schon berechne- 
ten Logarithmen bekannt. Für p = 5 z. B. wäre /4 = 2/2, 16 = 
/2 + /3, mithin 

3/2 + /3 

und hier kennt man /2 und /3 nach dem Vorigen. Zugleich ersieht man 
leicht, dafs die Rechnung nach der Formel (5) um so leichter wird, je 
gröfser die Zahl p ist , und dafs es mithin nur einer Tabelle der Primzah- 
len bedarf, um die Logarithmen sehr grofser Zahlen mit bedeutender Ge- 
nauigkeit zu berechnen. 

Die bisherigen Formeln gelten nur für natürliche Logarithmen , und 
es wäre daher noch die Frage, wie sich die künstlichen Logarithmen ir- 
gend eines Systemes, etwa der Basis b, berechnen liefsen. Diefs ist aber 
sehr leicht, sobald erst die Tafel der natürlichen Logarithmen vorliegt; 
man bat nämlich für jede Zahl z 

z = e** und auch z = & lo € %) 
mitbin, wenn man von beiden rechten Seiten die natürlichen Logarith- 
men nimmt: 

Iz . le = *% z . Ib 
oder umgekehrt und weil le = i , 

b log s = i . Iz 

Um also die künstlichen Logarithmen der Basis b zu finden, hat man die 

i 

natürlichen Logarithmen nur mit dem Faktor -ß zu mullipliziren 5 man 
nennt denselben den Modul us des Systcmes der Basis b und bezeichnet: 

7b = Mb 

Für das Brigg'sche System ist 6= 10 und man findet leicht wegen /10 = 
'(3* + l) 

/10 = 2,30258509 . . , M l0 = ^ = 0,434294482 . . 

Um also natürliche Logarithmen in Brigg'sche zu verwandeln, inufs mau 
erstere mit 0,434 . . mullipliziren; umgekehrt kann man auch die natür- 
lichen Logarithmen aus den Brigg'schen ableiten, wenn mau letztere mit 
dem Modulüs dividirt, d. h. mit 2,302 . . multiplizirt. 
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€ a p i t e 1 XI. 
Die goniometrischen Reihen. 

§. 45. 

Die Reihen für den Sinns und Cosinus. 

Überblicken wir die Formeln der drei vorhergehenden Capitel, sa 
enthalten sie das Gesammtresultat, data sich die drei Funktionen Polenz, 
ExponenzialgröTse und Logarithmus in Reihen verwandeln lassen , die 

nach Potenzen einer veränderlichen Gröfse, x oder . - u. dergl., fort- 

schreiten; es wäre daher zu versuchen, ob nicht etwas Ähnliches auch 
für die goniometrischen und cyklometrischen Funktionen geleistet werden 
könnte. Die Bedeutung, welche die Lösung dieser Aufgabe hätte, ist 
leicht einzusehen ; so wie nämlich durch die Formeln der Capp. IX. u. X. 
die Probleme gelöst wurden, zu einer gegebenen Zahl den Logarithmus 
und umgekehrt die einem bestimmten Logarithmus entsprechende Zahl zu 
finden, so würde die Auflösung unseres neuen Problemes ein Mittel bie- 
ten, um zu einer als Bogen gedachten Zahl den Sinus, Cosinus u. s. w. 
oder umgekehrt zu einer gegebenen goniometrischen Funktion den zuge- 
hörigen Bogen zu bestimmen. 

Was nun den Sinus und Cosinus anbelangt, so sind es die beiden 
Gleichungen 

(I) Q(cosx) = sinx und Q(sinx) = 1 — cos x 

welche von besonderem Vortheil werden , wenn man sie mit der Formel 

und mit dem Theoreme: 

(3) für q>(x) % y(x) ist Q<p(x) * Qy(x) 
in Verbindung bringt. Aus der Ungleichung 

(4) cos x «< 1 oder cos x <£ x° 

welche für jeden Bogen gilt, der nicht = Null oder gleich einem geraden 
Vielfachen von n ist, folgt nämlich, indem man die beiderseitige Quadratur 
vornimmt, nach (1), (3) und (2) 

x 

(5) sin x <: - 

1 

wie man auch sonst schon weifs. Die Quadratur hiervon giebt 

x* 

4 — cos x ^ - — - 
1 . 2 
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oder bei Transposition von cosx und umgekehrter Anordnaug 
(6) m x>l-^- 2 
Die Quadratur hiervon ist: 



x x 9 



Wiederholt man das Verfahren, so ergiebt sich 

X* X* 

1 — cosx y> 



1.2 1.2.3.4 
oder umgekehrt geschrieben: 

(8) c(w , <1 _^ + _£_ 

und bieraas folgt wieder durch Quadratur 

( . X X 3 . x 6 

{ ) sinx < - — 4 .2 5 + 1.2.3.4.5 

Man übersieht auf der Stelle , wie sich dieses sehr einfache Verfahren der 
successiven Quadratur fortsetzen läfst; ordnet man die entstehenden Un- 
gleichungen so, dafs alle diejenigen Beziehungen aufeinander folgen, wel- 
che für den Cosinus und ebenso die , welche für den Sinus gelten , so er- 
hält man folgende Zusammenstellung: 
cosx <C 1 



cosx :> i 

COS X ^ 1 



1 . 2 

1.2"*" 1.2.3.4 

X* X 4 X 6 

~~ 1 . 2 + 1 . 2 . 3 .1 ~~ 



1.2.3.4.5.6 



u. s. 



sin x 



_ X X 5 

stnx ^> - — 



1 1.2.3 

X X 3 . X* 

sin X <<. - - - r -\- 



! 1.2.3 1 1.2.3.4.5 

- _ x» x» x* 

mX i 1.2.3+1.2.3.4.5 1.2.3.4.5.6.7 

U. 8. W. 

Es bat keine Schwierigkeit, die allgemeinen Ungleich ungeu aufzu- 
stellen, von welchen die vorigen Beziehungen die speziellen Fälle sind; 
man braucht nur zu bemerken, dafs in den Cosinusformeln das Zeichen 
oder >• steht , je nachdem das letzte Glied rechter Hand positiv oder ne- 
gativ ausfällt; das Erste findet statt, wenn der Exponent des x iu diesem 
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Gliede von der Form 4», das Zweite, wenn er von der Form 4»-|- 2 

ist, wo n immer eine ganze positive Zahl bezeichnet. Man hat daher 

x* . x* . x 4 * 

cos x 1 — -+• — ... -4- 

^ 1.9 T 1.2.3.4 T 1.9...(4*) 

4» 



c<wx > ! _ __ + ___ _ . + __ 



(4«) 



sin x 



1 . 2 ... (4« + 2) 

und ebenso leicht findet man aus den für den Sinus geltenden Beziehungen : 

x x 8 x 4 * +l 

1 ~~ 1.2.3 ""••'+ 1 .2...(4»+l) 

X _ X» X W1 

1 1 . 2 . 3 " * 1 . 2 ... (4»-f 1) 



jwtx ; 

1 1.2.3' '1.2. 



1 . 2 ... (4w-|-3) 

Aus diesen vier Ungleichungen lassen sich zwei Gleichungen bilden , in- 
dem man die Bemerkung hinzubringt , dafs eine zwischen B und A lie- 
gende Zahl M [M^A und My>B) gleich der gröfseren, vermindert 
um einen Bruch theil des Unterschiedes A — B, sein mufs; bezeichnen 
wir also mit q einen positiven ächten Bruch , dessen genauer Betrag nicht 
weiter bekannt ist, so folgt aus den beiden Ungleichungen: 

M < A und M > B 

die Gleichung 

M = A — q(A — B) 
Indem wir diesen Satz auf die obigen Ungleichungen anwenden , ergeben 
sich die Gleich ungen 

x* . x* . x« tt 



COS X = 1 



2 1 .2.3. 4 + i .2... (4») 



1 .2... (4« + 2) 



uud 

+ H - 

' «1.2.. 



x 

SM X = - 



4H+I 



1 1.2.3' 1 1 .2...(4« + l) 

qx**** 



1 .2. ..(4« + 3) 

oder wenn wir das jedesmalige letzte Glied auf die linke Seite traos- 
poniren : 



x*»+* 



(io) -x-M-- 3 „ -(4- + a) , 

1.2^1.2.3.4 " T d .2.3... (4») 
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und 



(11) + 

j: ar 3 .r 5 . jr 4n+I 

~~* 1 ~~ 1.2.3 1.2.3.4.5 ""**•■ 1 . 2 . 3 ... (4» + 1) 
Es liegt nun der Gedanke nicht fern , die noch willkührliche ganze Zahl n 
unausgesetzt wachsen zu lassen, wodurch die rechter Hand befindlichen 
endlichen, 2»+l Glieder enthaltenden Reihen, zu unendlichen Reihen 
werden. Hierbei entsteht die Frage, welchen Gränzen sich die Ausdrücke 

(<2 ^ * 1 .2.3... (4» + 2) Und 9 i .3. 3... (4* + 3) 
für unendlich wachsende n nähern. 

Betrachten wir zunächst den Ausdruck 

x m 

1.2.3. • • fit 

und nennen wir | den absoluten Werth von x 9 so ist entweder x = -f-l 
oder x = — £ und demnach 



x m 



1.2.3...J» — 1.2.3... m 
Dieses | ist entweder selbst eine ganze Zahl k oder zwischen zwei ganzen 
Zahlen k und k + 1 enthalten , man hat daher auf alle Fälle 

*+i > gl* 
Nehmen wir das willkührliche m ^ k, so ist identisch 

r _ & ^ 

1 . 2 . 3 . . . m 1.2.3...** + 1) (k + 2) . . . (k -|- wt — k) 

? j_ _j_ _j 

~"l.2.3...Ar *4-l A + 2 A + 5 , X-f'« — * 
Der erste Faktor |* : (1 . 2 . . . k) ändert sich nicht, wie auch m wachsen 
möge, er bildet also eine Constaute, die wir kurz K nennen wollen; die 

übrigen Faktoren ^ _^ | , £~ p-^ sind ächte Brüche (wegen 

k -f- 1 ^ |) , und zwar ist der erste Faktor der gröfste ; setzen wir ihn, 
der kurz ß heifsen möge, an die Stelle aller folgenden Faktoren, so ist 



ym 



o < -— ^ < /r . ß"*- k 

1 .2 ... m 
und mithin für unendlich wachsende m 

Lim = K . 0 = 0 

X • 4V • • • für 

woraus nach No. (13) weiter folgt, dafs für jedes endliche bestimmte .r 

x m 

Lim - — - — - = 0 

1 . & . o . . . tn 
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sein muTs. Die in (12) verzeichneten Ausdrücke haben nun gleichfalls die 
Null zur Gränze , weil der Faktor q immer kleiner als die Einheit bleibt, 
wie er sieb auch sonst bei wachsenden n ändern möge. Nach diesen Er- 
örterungen gehen die Gleichungen (10) und (11) bei unendlich werdenden 
n in die folgenden über: 



(14) cosx = - 1.2.3*Vs.6 +'-- 

(15) sinx = f-^-Tj + i 2 .5.4.5 - ••• 

und lösen die Aufgabe, zu einem beliebigen Bogen x den Cosinus und 
Sinns zu finden. 

§. 46. 

Die Reihen für die Sekante und Tangente. 

I. Um die Sekante in eine unendliohe Reihe zu verwandeln, bemer- 
ken wir zunächst, dafs zufolge der Definition der Sekante die Gleichung 

1 1 

sec x — =: 

cos x 1 — (1 — cos x) 

statt findet, aus welcher man sogleich eine nach Potenzen von 1 — cosx 

fortschreitende Reihe erhalten kann, wenn man die Formel 

— !— = 1 + U -f !/* + tt» + . . . 
1 U 11 ' 1 

1 > u > — 1 

für u = 1 — cos x in Anspruch nimmt. Damit aber u ein ächter Bruch 
bleibe , mufs cos x positiv sein, und wir dürfen daher x über die Gränzen 
1 1 

-\- - n und — - n nicht hinausgehen lassen ; somit ist nun 

L i 

(1) sec jt = 1 -f- (1 — cos x) -\- (1 — cos x) 2 -J- (1 — «w jr)* . . . 

1 ^ ^ 1 

2 2 

Selzen wir statt coä# die vorhin gefundene Reihe, so wird 

f X 2 . X 4 \ 

, - = _ — + rrT x - ...) 



und mithin 

secx 



- 1 + 2 0 3.4 + 3 . 4*. 5 ~6 ~ ' ') 

+f(-A + )' 

+ ?(■- )' 



+ 
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Durch Ausführung der hier angedeuteten Potenzirangen und durch nach- 
herige Vereinigung aller derjenigen Glieder, welche gleiche Potenzen von 
x enthalten, ßudet sich 

, x* 5j 4 , 61 x« 

secx — + 12 + 1>2 34 + 123#45 6 + -- 

1 _ 1 

2 2 

Hier ist nun zwar die äufsere Form der Reihe leicht zu erkennen, sie 
würde nämlich sein 

« -* " r « + & + rn^ + i.i.i'.4.».« + -" 

aber das Gesetz, nach welchem sich die Coeffizienlen 
(3) T 0 = i, r a = l, 1\ = 5, T 6 = 6i, .... 

bilden, bedarf einer besonderen Untersuchung, da es ans der obigen Ab- 
leitung der Sekantenreihe nicht erkennbar ist. 

Um dieses Bildungsgesetz aufzufinden, hat man nur die einfache Be- 
merkung nöthig, dafs sec x . cos x = 1 ist, dafs mithin auch die Sekan- 
tenreihe mit der Cosinusreihe multiplizirt die Einheit als Produkt geben 
mufs; wenn man demgemäfs in der Gleichung 

(T x* T.x* T x 6 \ 

T ° + 7 2 ~2 + 1.2.3.4 + 1 . 2 . 3*. 4 . 5 . 6 + ' J 

~" Y7 2 + 1.2.3.4 1.2.3.4.5.6 + * * ) 
die angedeutete Multiplikation ausführt, so entsteht die Gleichung 

,= +(Ä-Ä)- 

+ _ Jjl. 1 | T « 

T V< -4 i.!'l.J T 1.2..tJ 

A.(J* T±_ J_ i 1*_ _J TsL.}^ 

T Vl--« 1 . . 4 ' 1 .2 ' 1 . 2 * 1 . . 4 

+ ..... 

und aus ihr folgt, dafs erstlich T 0 = 1 und zweitens der Coeffizient von 
jeder der Polenzen x* , x* 9 x* etc. der Null gleich sein mufs. Bezeich- 
nen wir überhaupt mit m eine beliebige von Null verschiedene gerade Zahl 
und setzen den Coeffizientcn von x™ der Null gleich, so giebt diefs die 
Gleichung 

T T \ T i 

1 m * m— % 1 l * m — 4 1 

1 . 2 ... m 1 . . . (wi — 2) ' 1.2 "~ 1 . . . (m — 4)" 1.2.3.4 

_ __JW_ ? ■ = o 

1 . . . (ro — 6) ' 1.2.3.4.5.6^ 
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oder durch Multiplikation mit 1 . 2 . 3 . . . m, 

_ m(m — 1) , m(m— 1) (w — 2) (m — 3) 

1.2 m ~ a T 1.2.3.4 
m ( m _ j ) ( W _ 2 ) (m — 3) (m — 4) (w — 5) 

1.2.3.4.5.6 '-.-ei" » 

Wenden wir die Bezeichnung der Binomialcoeffizienlen hier an und schrei- 
ben sin « für Null, was wegen des geraden m immer richtig ist, so 

haben wir folgende elegante Beziehung zwischen den Coeffizienten T m , 
T m _ 2 de 

(4) T n - >», T m _ t + m 4 T n _ A - m 0 7^ + . . . 

= sin — 
2 

Aus ihr lassen sich, da T n = 1 bekannt ist, alle übrigen Coeffizienten 
T a , T 4 , T 6 etc. leicht ableiten , indem man der Reihe nach m = 2 , 4, 
6 , . . . setzt. So erhält man 

T 2 — T 0 = 0, mitbin 7^ = 7^ = 1 

T 4 — + = 0, - 7^ = 67, — T Q == 5 

u. s. w. 

Durch die Formeln (2) und (4) ist nun das Problem der Aufstellung einer 
Reihe für die Sekante in soweit gelöst, als es die bisherigen Mitte) 
gestatten. 

II. Aus der Sekantenreihe läfst sich leicht die Tangentenreihe mit- 
telst der Bemerkung ableiten, dafs 

tan x = sec x . sin x 
ist und dafs mithin , wenn für sec x und sin x die glcichgellenden Reihen 
gesetzt werden, auch die Gleichung 

to"* = V + —2 + TTTsTi + TT?— 6 + "') 
x ff £!_ + x - ^ 

\1 1.2.5^1.2.3.4.5 / 

_ * , 2x3 16x 5 , 

1 1 . 2 . 3 ~"~ 1 . 2 . 3 . 4 .~5 ' 



bestehen mufs, jedoch nur so lange, als der erste Faktor rechter Hand 

1 1 

der Sekante gleich ist, also nur für - n >- x >• — - n. Stellen wir nun 

2 2 

die Tangentenreihe in der Form dar 

(5) tan x = ^f 4- T * X * -| ?A£Ü L . . . 

1 ' 1 ^1.2.3^1.2.3.4.5^ 

1 1 



i 
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wo 

(6) 7\ = i, 7^ = 2, r 6 = 16, ... 

so würde es hier darauf ankommen , das Bildungsgeselz der Coeffizienten 
T 1 , T 8 , T 6 ete. aufzufinden. Diese Aufgabe geslatlet eiue ganz ähn- 
liche Lösung wie die vorige der Bestimmung von T %) T 4 , T 6 etc.; we- 
gen tanx . cos x — sinx mufs nämlich bei Substitution der gleichgel- 
tenden Reihen sein: 

x a: 3 x h x 7 , 

1 ~~ 1.2.3 + 1^2 . 3. 4 . 5 ~~ 1 . 2 ... 7 ■ ' ' " 

= (Iii 1 1 y 6 * 6 , \ 

Vi r l.2.3' r l.2.3.4.5' 1 "* , 7 

X V 1 . 2 i + F. 2 . 3 . 4 1 . 2 ... 6 + ' ' 7 

Führt man die Multiplikation aus und vergleicht dann die beiderseitige^ 
Coeffizienten von x m , wo m eine beliebige ungerade Zahl bezeichnet, so 
findet man ohne Mühe 

T m T m _ t 1 , T m _ 4 1 

i .2 ...m 1.2... (m — 2) 1 . 2 ' 1 . . . (m — 4) ' 1.2.3.4 



T 



1. 2. ..(m — 6) '1.2.5.4.5.6 



+ ... 



= <— 1 ) a 
1 . 2 . 3 . . . tn 

und durch Multiplikation mit 1 . 2 . 3 . . . m 

T - m{m — \) m(m — 1) (w — 2) (m — 3) 



1 . 2 m " 2 ' 1.2.3.4 
m(m — 1) (ffi— 2) (in. — 3) (»1 — 4) (m — 5) 



1 .2.3.4.5.6 
== (—1)^ = sin 



+ 



2 

oder endlich, indem man die ßinomialcoeffiztentenbezeichnung in Gebrauch 
nimmt, 

. mit 
= sin — 
2 

Für m = 1 , 3, 5, ... erhält man aus dieser Beziehung der Reihe nach 
die Werthe von T x , T 8 , T b etc., und hat nun in den Formeln (5) und 
(7) eiue vollständige Auflösung des Problemes der Aufstellung einer Roihe 
für die Tangente. 

Vergleicht man die Relationen (4) und (7) , so erkennt man auf der 
Stelle, dafs sie sich formell nicht, sondern nur darin unterscheiden, dafs 

I. «weite Aufl. \ 2 
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m in No. (4) eine gerade und in No. (7) eine ungerade Zahl bedeutet. 
Nimmt man daher in der Gleichung 

*0 T m — m % T m-t + m \ T m~< ~* m 6 T m -a + • • • 

= SM — 

m der Reihe nach = 1, 2, 3, 4, so ergeben sich die Zahlen T lf 
T t , T 5 , T 4 , . . und von diesen sind die geradstelligcn Zahlen die 
Sekantencoeffizienlen , die ungeradslelligen die Tangenlencoeffizienten. 

Durch Addition der Sekanten- und Tangentenreihe ergiebt sich noch 
ein bemerkenswertes Resultat; es ist nämlich 

sec x -\- tan x 

1 -f cos Q n — x j 2 cos* Q » _ i ^ 



und mithin aus No. (2) und No. (5) 
(8) fc« Q * + 1 

- 7 ° + 1 + 1 .2 + 1 .2.3 + i .2.3.4 + 

1 _ _ 1 
-n >• x >• — -n 

2 2 

wo nun die Reihe sämmlliche Sekaulen- und Tangenlencoeffizienten enthalt. 

§. 47. 

Die Reihen für die Coae kante and Cotangente. 

I. Auf ganz ähnliche Weise, wie wir im vorigen Paragraphen die 
Sekantenreihe aus der Cosinusreihe abgeleitet haben, läfst sich auch die 
Cosekante mittelst der Sinusformel in eine Heihe verwandeln. Zufolge 
der Definition von cosec x ist 

i 

cosec x = — — 
sin x 

oder, wenn statt sin x die gleichgeltende Reihe substituirt wird, 

1 4 

cosec x = - 



x x % 



1 — — h 



2.3 1 2.3.4.5 
und hieraus erkennt man ohne Mühe , dafs die Cosekantenreibe mit dem 

Gliede - anfangen mufsj aus diesem Grunde gehen wir darauf aus, nicht 
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cosec x selber, sondern das Produkt xcosecx in eine Reihe zu verwan- 
deln, deren erstes Glied nunmehr die Einheit sein wird. Aus der iden- 
tischen Gleichung 

jr 1 

x cosec X = — — = ; — — 

sin x f sin x\ 

l ~V — ir) 

folgt zunächst 

(i) I ^=« + (,-^) + (« V(« - 

was jedoch voraussetzt, dafs i — ^ x weniger als die Einheit betrage 

sift x »v. 
und mithin ein positiver ächter Bruch sei. Diese Bedingung ist 

x 

erfüllt, wenn x zwischen und —n liegt, und wir haben daher der 
Gleichung (1) noch die Determination 

n ^> x ^> — n 

beizufügen. Vermöge der für sin x geltenden Reihe geht nun die Glei- 
chung (1) in die folgende über: 

+ A0-A+ )' 

+ 

oder durch Ausführung der Potenzimngen und durch Vereinigung der 
gleichartigen Glieder 

1 7 

und mitbin durch Division mit x 

1 7 



X C0.9<?C X 



- x -r x 



3 



1.6. 15 . 

(2) cosec x = 1- 1 + . . . 

w x't.2'1.2.3.4' 

Hieraus geht hervor, dafs man setzen darf 

(3) cosec x = - 4- — — A — ^-L — I + • • • 

w x * i . 2 ~ 1 . 2. 3. 4 r 

n ^> x ^> - — 

worin U x> U z9 U b9 ... gewisse Coeffizienten bezeichnen, deren Öii- 
dungsgesetz noch zu entwickeln ist. Diese Aufgabe liefse sich einfach da- 
durch lösen, dafs man die Gleichung (3) mit der folgenden 

12 * 
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x x* | x h 

sm x — - — j— 2 3 -fr \ £ 3.4. 5 ~~ 

mutüplizirle und die (Koeffizienten von .f 2 , .r 4 , .r Ä elc. gleich Noll setzte, 
da linker Hand diese Polenzen von x nicht vorkommen ; man kann aber 
auf eine zweite kürzere Weise zur Kennlnife der Zahlen U x , U s , U s etc. 
gelaugen, und wir werden dieselbe auseinandersetzen, nachdem wir vor- 
erst die Form der Cotangcntenreihe entwickelt haben: 
Multiplizirt man die Gleichung (3) mit der folgenden 

X* X* X 6 

cos x = 1 — j— j + L2.3.4 ~~ 1.2... 6 + * ' ' 
so erhält man nach leichter Reduktion 

2 8 % 

- x — jr* 

1 3 15 

und zwar gilt diese Gleichung wie die in No. (3) verzeichnete nur für 

71 ^> x ^> 7t. 

Man darf daher, gemafs der Formel (4), setzen 
(5) cotx = — 



x 1.2 1.2.3.4 

1t ^ X ^> 71 

wo es sich nun noch um die Bestimmung der Zahlen V J9 V b etc. 

handelt. 

II. Was die in den Gleichungen (3) und (5) vorkommenden Coeffi- 
zienten V und K anbelangt, so lassen sich dieselben leicht auf die ans 
dem vorigen Paragraphen bekannten Tangentencoeffizienten zurückfuhren. 
Nach einer bekannten goniometrischen Formel ist nämlich 

cot z — 2 cot 2 z = tan z 
uud wenn man jetzt für cot r, col 2z und tan z die gleichgeltenden Reihen 

c 

setzt, was unter der Bedingung n ^> 2 2 ^> — n oder - »^> z 2> * 

«rlaubt ist, so ergiebt sich auf der Stelle 



1.2 1.2.3.4 1 .2.3.4.5.6 

12 " 1 "l.2.3.4" 1 "l.2.3.4.5.6" , ~" 

= Iii i _T»?L -J- T *** i 

1 " 1.2.3 ' 1.2.3.4.5 " ' 

und mithin durch Vergleichung der Coeffizienten von r 1 

2«— I I * _?*_-» = 7* 

2» 2» 1 

und mithin bestimmt sich nach der Formel 
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4 

Man hat ferner den goniomelrischeu Satz: 

2 cosec 2ä — cot z = tan z 
und mithin ist durch Substitution der gleichgeltendeu Heiheu 

1.2 1 . 2 . 3 . 4 1 . 2 . 3 . 4. & . 6 ' 
~ 1 . 2 ■ 1.2.3.4 ~ 1 . 2 . 3 . 4 . 6 . 6 ■ * * ' 

1 ' 1.2.3 T 1.2.3.4.5 

Die Vergleichung der Coeflizientcn von z**~' giebl 

2"* V V 

2« 2» an -« 

Substituirt man den Werlh von F SÄ— , aus No. (6) und drückt nachher 
i durch T 2 „_, aus, so findet sich ohne Schwierigkeit 

2« 2** — 2 
( 7 ) ^»n-i = • | 7 »n-i 

Mittelst der Formeln (6) und (7) sind nun die Coeffizienten U l , U s etc. 
und V x y V s etc. auf die Taugentencoeffizienten zurückgeführt und kön- 
nen demnach aus deu letzteren berechnet werden. 



C a p i t e 1 XII. 

Die c y k 1 o in e t r i s c h e Ii Reihen. 

g. 48. 
Die Arcussinus - Reihe. 

Dm eine Reihe zu entwickeln, welche den einem gegebenen Sinus 
entsprechenden Bogen finden lehrt, bedarf es nur eines Rückblicks auf die 
in §. 17. unter No. (4) gewonnene Beziehung 

<•> Kpt^O = Arcsin x 

Wendet man nämlich das Binomialtheorem auf den Ausdruck 

1 -» 

an, was für ein acht gebrochenes r erlaubt ist, so folgt aus No. (1) bei 
umgekehrter Stellung 
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Artsin x = 

•[* + |- + H- + i77r!- + - : ] 

1 > X > — 1 

und hier läfst sieb die Quadratur der eingeklammerten Reibe dadurch be- 
werkstelligen, dafs man von jedem einzelnen Gliede derselben die Qua- 
dratur bildet. Mit Rücksicht auf die Formel 

<?(*-) = 



erhält man auf diese Weise 

(2) Aresin x 

"l + 23 '2.45 +2.4.67 + " 

Den Lehren des §. 35. zufolge gilt diese Gleichung so lange, als die Reihe 
rechter Hand convergirt ; diefs letztere ist aber der Fall von x = — 1 bis 
x = 1 , wie in §. 32. gezeigt wurde , und demnach haben wir 

x 1a: 8 1.3a 6 

(3) Mx = - i+ - r + — r 

• 2.4.6 7" + ' ' ' 

Setzt man Arcsinx = z, so folgt umgekehrt ar = swtz; dabei ist je- 

1 1 

doch zu bemerkeu, dafs * auf das Intervall — -n bis + - n beschränkt 

2 1 2 

bleiben mufs, weil wir unter Aresin x=zz den spitzen Bogen verste- 
hen , der x zum Sinus hat. Die Gleichung (3) läfst sich nach diesen Be- 
merkungen auch in folgender Form darstellen: 

sin z , 1 sin 3 z , 1.3 sin* z 

(4) a= _ r + ___ + ä -.___ 

. 1.5.5 si/i 7 * . 
+ 2T4T6 + * 

1 1 
§* = * = -2* 
Wählt man den Sinus so, dafs der zugehörige Bogeii einen aliquoten 
Theil des Kreisumfanges ausmacht, so können die Formeln (3) und (4) 
zur Berechnung der Ludolph'schen Zahl benutzt werden. Für x = 1 

1 1 1 

z. B. ist Ar cssin x = - n, für a: = — = wird Aresin x — - n und für 

2 V^2 4 



1 1 

= £ »st Arcsinx = - 5 diese Subslitulioueu geben uumittelbar 
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2 n -1+2*5+2. 4 5 + ^TTö 7 + ' " 

i _ i r. , i i * i . s i , 1 

4* ~~ V*\_ 2 * 3.2* + 274 * 5~2* + J 

6 2" r 2*3.2»" r 2.4 , 6.2»" r 

Jede von diesen Gleichungen kann zur Berechnung von n dienen ; am vor- 
theilhaflesten würde die letzte Formel sein, weil die in ihr vorkommende 
Reihe am raschesten convergirt. Doch werden wir im nächsten Paragra- 
phen bequemere Formeln kennen lernen. 

Um zu einer Reihenenlwickelung für Arccos x zu gelangen , bedarf 
es keiner neuen Rechnung, sondern nur der Erinnerung an die Formel 

man hat daher auf der Stelle: 

\ x 1 x 3 \ . 3 x 6 

(6) Arccos ... 

1 > x ± — i 

oder für Arccos x = z und x = cos z 

i cos s 1 cos 3 z 1.3 co** * 
(6) * ~~ 2* 1 2 7 271 ~~5 

-TT i Z % — -tt 

2 2 

Letztere Formel ergiebt sich auch unmittelbar aus No. (4), wenn man in 
dieser i n — z an die Stelle von z treten läfst. 

§. 40. 

Die Arcustan^cns - Kcihe. 



Die Formel , welche wir in §. 16. unter No. (7) kennen gelernt ha- 
ben, nämlieh 



führt unmittelbar zu einer Reihe für Arctanx, wenn man die Gleichung 

nb = 1 -*»+*♦-*«+..• 

in Anwendaug bringt, was für acht gebrochene x erlaubt ist; man hat 
nämlich 

Arctan x = Q(i — x 4 -f x 4 — x« -f . . .) 
und wenn man die Quadratur der einzelnen Reihenglieder bildet 



Digitized by Google 



184 Cap. XII. Die cyklonieirischen Reihen. 

X X* X h X 7 , 

Diese Gleichung gilt zufolge der in §. 35. entwickelten Sätze so lange, 
als die Reihe rechter Hand convergirt; diefs ist der Fall von .r = — 1 
bis x = -|- 1 , und mithin haben wir 

x x 9 «r* x 7 

(1) Arctan x = - — — + - F + 

1^x^ — 1 

Für Arctan x = z 9 also x = tan z nimmt diese Reihe die folgende 
Form an: 

tan z tan 3 z . tan 6 z 

(2) z = _ 

-7t ± Z ± -7t. 

4 4 

Die Gleichungen (1) und (2) bestimmen den Bogen mittelst seiner Tan- 
gente, wenn letztere die Einheit nicht übersteigt, und es wäre daher noch 
die Frage, wie man den Bogen Gnden kann für den Fall, dafs seine Tan- 
gente mehr als die Eiuheit beträgt. Hierzu dient die Gleichuug 

2 x 

die in §. 0. entwickelt worden ist. Wenn nämlich .r>- 1 , so ist - -O, 

x 

\ 

und nun kann man Arctan - mittelst der Gleichung (1) entwickeln, in- 

x 

dem man - an die Stelle von x treten läfst. So wird 

x 

(3) Arctan x = J — J-Jy + J-J» — - --) 

x % i 

oder für Arctan x = z, woraus x = tanz und - z= cot z folgt 

x 

1 (cotz cot 9 z . cot 5 z \ 

(4) , = 

s = r 71 

4 

Hiermit ist zugleich die Aufgabe gelöst , eine Reihe für Arccot x zu ent- 
wickeln; da nämlich 



andererseits 



1 

Arccol x = - 7t — Arctan x 
2 



.irr tan - = - tc — Arctan x 
X 2 
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so folgt durch Vergleichung 

1 

(5) Arccot x = Arctan - 

x 

und es läfst sich daher jeder durch seine Cotangente bestimmte Bogen zu- 
gleich als ein solcher ansehen, der durch eine Tangente bestimmt ist. 

Die Formel (1) kann zur Berechnung von n dieuen, wenn man x so 
wählt, dafs Arctan x einen aliquoten Theil der Peripherie ausmacht. Für 
x = 1 z.B. erhält man die Reihe 

1 11,1 1,1 

die jedoch wegen ihrer ausserordentlich langsamen Convergenz zur Be- 
rechnung von n unbrauchbar ist. Eine rascher abnehmende Reihe ergiebt 

1 1 

sich für x = — = , also Arctan x = -ni man findet nämlich 

(7) — sVi(l - ^ + - + ...) 

Am vorteilhaftesten ist die Berechnung von n auf folgende Weise. Für 
aß i hat man 

(8) Arctan a -f- Arctan ß = Arctan , 0 

■ r 1 — aß 

Wählt man nun die ächten Brüche « und ß so, dafs 

«4-/5 

ist, so machen die beideu Bögen Arctan a und Arctan ß zusammen den 

« 

Bogen Arctan 1 = - * aus, und indem man die Formel (1) für x = « 

und a: = ß in Anwendung bringt , ergeben sich zwei Reihen , deren 
\ 

Summe - n sein mufs. Aus No. (9) folgt aber 
4 

und wenn man für a einen ächten Bruch setzt , so wird ß ebeu falls < 1 5 
die Formel (8) ist jetzt 

Arctan o 4- Arctan \ . * = ~n 
■ 1 -f- « 4 

und unter Anwendung von No. (1) ergiebt sich hieraus 



(10) l -n = i« — |a» + i«» - i«r _|_ , 

, i p — o\ 1 /I — a\* , i (i — «\» 
+ 1 ll + ^J - 3 U+^rJ + 5 IhF^J 
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wo nun a jeder beliebige positive ächte Bruch sein darf ; für a = - 

2 

z. B. wird 

<■•> ä--f©-ia)'+iar— ■ 

+ KI)-IG)' + IG)'-- 

woraus sich * sehr leicht berechnen läfst ; man findet 

ä = 3,1415926535. 



% . • 



Nicht minder leicht würde es sein , beliebig viele andere Gleichungen 

aufzustellen, in denen -n als Summe zweier Reihen erscheint; von allen 

4 



derartigen Formeln ist jedoch die iu No. (11) verzeichnete am bequ« 
slen, weil in jedem anderen Falle die Reihen nach Potenzen von weniger 

1 1 

einfachen Brüchen, als es - und - sind, fortschreiten. 

2 3 

§. 50. 

Die Bedeutung der imaginären Zahlen. 

Wenn man die in §. 41. unter No. (15) und (16) entwickelten für 
endliche x geltenden Gleichungen 

gkx _|_ e ~ks 

2 

_ , A*x* k*x* k*x« , 

— ' f. 2 1 . 2 . 3 . 4 1.2.3 4.5.6*" " 



(1) 



und 

(*) 



2k 



~~ 1 ' 1.2.3 1.2.3.4.5 1 . 2 7777 ' 



mit den für cos x und sinx geltenden Formeln 

(3) cos x = 1 — -f- fr . . . 

K) 1.2 '1.2.3.4 1.2.3.4.5.6' 

und 

vergleicht, so findet man in so fern eine auffallende Übereinstimmung zwi- 
schen ihnen, als die Polenzen von x und die darunter stehenden Divisoren 
in den Reihen (1) und (3) ebenso wie in den Reihen (2) und (4) ganz die- 
selben sind. Es liegt daher der Gedanke nicht fern, die Reihen zur völ- 
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ligen Coineidenz zu bringen, indem man die noch willkühriiche Consttnte 
k so wählt, da Ts 

= — 1 , k* = + i, = i , A«=-f 1 n. s. f. 

wäre. Diese unendlich vielen Bedingungen, denen hier k zugleich genü- 
gen soll, reduziren sich aber auf die erste, weil aus der ersten Gleichung 
Ä* a = — 1 alle übrigen von selbst folgen , indem man sie der Reihe nach 
auf die zweite, dritte u. s. w. Potenz erhebt. Die Gleichung k* = — 1 
giebt nun 

k = V-\ 

und da für diesen Werth die Reihen in (1) und (3), ebenso die in (2) und 

(4) zusammenfallen, so müssen jetzt auch die linken Seiten jener Glei- 
chungen ideutisch werden; diefs gäbe 

(5) l - = cos x 

(6) — = = * x 

Verbindet man diese Gleichungen durch Addition und Subtraktion , nach- 

dem man die zweite Gleichung mit V — 1 multiplizirt hat, so folgen noch 
die Beziehungen: 

(7) e^V- 1 = cos x -\- \'~\ sin x 

(8) e-*V-^ = cos x — V~i S i n x 

Die hiermit -gewonnenen vier Gleichungen unterscheiden sich von allen 
bisher entwickelten Beziehungen in so fern ganz wesentlich, als in ihnen 

die unmögliche oder, wie mau zu sagen pflegt, imaginäre Zahl V — i 
vorkommt; es betritt die Rechnung an dieser Stelle gewisserir.afsen eiu 
ganz neues Gebiet, und es mufs daher die nächste Aufgabe sein, sieb 

über die Bedeutung jener Zahl V — 1 zu orienttren, bevor mau weiter 
mit ihr zu rechneu sich erlauben darf. 

Dafs der Versuch, den Cosinus oder Sinus durch Exponenzialgröfsen 
auszudrücken, auf etwas Unmögliches fahren mufste, hätte sich leicht vor- 
aussehen lassen. So lange nämlich k eine mögliche positive Zahl bedeu- 
tet, ist e** eine Funktion, welche bei wachsenden x stets zunimmt und 
positiv bleibt, während e~ kx immer abnimmt, ohne jedoch negativ zu wer- 
den. Hieraus folgt , dafs auch der Ausdruck 

eine mit x gleichzeitig unausgesetzt wachsende und immer positiv blei- 
bende Funktion darstellt. Diese Eigenschatten stimmen aber uicht zu 
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denen des Cosinus, welcher im Gegentheile eine periodisch zwischen 
+ 1 und — 1 hin und her oscillirende Fuuklioii bildet. Ganz ähnlich 
verhält sich die Sache mit dem Ausdrucke 

(10 > h^-^ = h{^-i) 

welcher mit x ebenfalls gleichzeitig unausgesetzt wächst, ohne negativ zu 
werden. Es darf daher nicht befremden, dafs es keinen möglichen Werth 
von A' gieht, für welchen die in (9) uud (10) verzeichneten Ausdrücke mit 
cos x und sin x zusammenfallen , so wenig wie man eine wellenförmige 
Curve mit einer krummen Linie von ungefähr parabolischer Gestalt zur 
Deckung bringen kann. Hiermit würde das, was über die Formeln (5) 
und (6) zu sagen wäre, erledigt sein, wenn sich nicht eine Bemerkung 
wiederholen liefse, die wir schon in der Einleitung gemacht haben. 

Für denjenigen, der nur positive ganze Zahlen und positive rationale 
Brüche kennt, also z. B. für jeden, der sich nur auf die Rechnungen des 
bürgerlichen Lebens versteht , sind irrationale Zahlen und negative Zahlen 
reine Unmöglichkeiten; diese Unmöglichkeit ist aber, von einem höheren 
Standpunkte aus betrachtet, keine absolute, sondern nur eine relative, 
und sie läfst sich in der That durch eine Erweiterung des Zahlengebietes 

wegschaffen. Wenn wir nuu die Zahl V — 1 eine unmögliche uenuen, 
so ist diefs allerdings in so fern richtig, als es in der bis jetzt aufge- 
stellten Zahlenreihe 

• ■ 3 , . • —~ 2 , • • — 1, ..0, .. -J~ 1 , . * —J— 2 , • • — 1~ 3 , ... 
keine Zahl giebt, deren Quadrat = — 1 wäre, und es also unmöglich ist, 
sie darin zu finden , doch wäre es auch in diesem Falle denkbar, dafs eine 
passende Erweiterung des Zableugebieles zu einer reellen Bedeutung von 

V — 1 führen könnte. Eine derartige Erweiterung kann aber in der 
Längenrichtung der Zahlenreihe nicht vorgenommen werden, weil 
bereits nachgewiesen ist, dafs die Zahlenreihe von — oo bis + oo stetig, 
d. h. lückenlos verläuft, dafs sie also iu dieser Richtung bereits alles 
Mögliche umfafst; es bleibt daher nur übrig, das Zahlengebiet seitlich 
zu erweitern , oder mit anderen Worten , das Zahlengebiet nicht als ein- 
fache, sondern als Doppelreihe zu betrachten. Diese Bemerkung ge- 
winnt an Gewicht, wenn wir auf die Entstehungsweise der Zahlen zu- 
rückblicken. Ist nämlich eine Reihe gleichartiger Gröfsen 

... dt y Cj b, tt , by c, d, ... 

gegeben, so dienen die Zahlen 

... —3, —2, —1,0, -f-1, +2, + 3, . . . 
um jenen Gröfsen ihre Stellen in der obigen Reihe anzuweisen , wefshalb 
man auch in vielen Fällen die sprechendere Bezeichnung 
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• • • «_ 3 > «_ 4 > "o» a \ > °*> fl 3> ••• 

anwendet; die Zahlen sind demnach die S teilen zeiger der Grofsen. 
Dabei ist jedoch die stillschweigende Voraussetzung gemacht, dafs es mög- 
lich sei, die gegebenen Gröben in eine einfache Reihe zu ordnen; kom- 
men aber Grofsen vor, welche sich einer derartigen Anordnung nicht fü- 
gen, wie z. B. die Glieder einer Doppelreihe, so reicht man natürlich mit 
den Stellenzeigern einer einfachen Reihe nicht mehr aus, und das Zahlen- 
gebiet mufs nun selbst zu einer Doppelreihe erweitert werden. 

Denken wir uns eine Doppelreihe von Grofsen nach dem Schema 



.. . 9, SD', <£', SC, <£, 3>, 


<£, ... 


. . . tf, Df, C, B', J, B, C y D, 


E, . . . 


$ t y, fi, cc, ß, y, d, 


€, . . . 


... e r (f, c f b , a t b f Cy d, 


C, . . . 


. . . t, b\ C, b'f 0, b, C, b, 


c, ... 



und darin « als Anfangspunkt, so ist der Übergang von « und zu einer 
beliebigen anderen Grölse, z. B. 6, auf sehr verschiedene Weisen mög- 
lich, man könnte in dem vorliegenden Falle die Wege aßyötE(& oder 
aßyDIg einschlagen, also von einer Stelle der Reihe aßy ... aus in ver- 
schiedenen Richtungen fortgehen, um nach <& zu gelangen. Ist die Dop- 
pelreihe eine stetig erfüllte, so dafs also an jeder denkbaren Stelle eine 
Gröfse steht, so bilden diese Grofsen zusammen auf dieselbe Weise eine 
GrÖfsenebene, wie die einfache stetige Gröfsenreihe eine GrÖfsen- 
linie darstellt; wir können daher der Anschaulichkeit wegen die Sache 
unter einem geometrischen Gesichtspunkte betrachten, und es ist diefs 
ebensowenig eine Anwendung auf die Geometrie, als es die Verglei- 
chung der einfach continuirlichen Gröfsenreihe mit der Geraden sein würde. 
Nehmen wir in Fig. 12 die Gerade X'X für die Reihe . . . yßctßy . . . und 
den Punkt O für die GrÖfse a, so kann der Übergang von O zu einer be- 
liebigen an der Stelle P u stehenden Gröfse dadurch geschehen , dafs man 
zunächst eine Strecke OM auf OX fortgeht und sich dann von M nach 
P u wendet. Die absolute Länge von OM heifse x, die von MP U sei v, 
so ist im Ganzen der Weg .r -\- y zurückgelegt worden, wobei es aber 
noch eines Kennzeichens bedarf, um anzudeuten , dafs die Richtung des 
y von der des x verschieden ist. Zu diesem Zwecke wollen wir unter 
dem Zeichen y u eine Gerade OP« verstehen, welche die Länge y besitzt 
und die mit ihrer anfanglichen Lage OP 0 den Winkel P 0 MP U =u ein- 
schliefst. Der zurückgelegte Weg ist dann 

(H) * + Uu 
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und sowie hier .r der Stellenzeiger des Punktes M oder der daselbst be- 
lind liehen Grofse ist, so bedeutet x ~\-y u den Stellenzeiger des Punktes P». 
Für « =0 hätte man .r-f-y 0 Stellenzeiger von P 0 , und da anderer- 
seits 0P 0 cssar-J-y ist, so folgt 

0«) y 0 = y~ y.(+D; 

für «=:» dagegen wäre a: + y ff der Stellcnzeiger von P n , und da 0P„ 
= .r — y, so ergiebt sich: 

(13) y n = — y = y . <~i) 

Man erkennt aus diesen Werthen y 0 = y . (-(- 1) und y n = y . (— 1), 
dafs der allgemeinere Ausdruck y u aus zwei Faktoren besteht, deren er- 
ster y selbst, d. h. die Länge des Weges MP U ist, und deren zweiter 
von dem Winkel u abhängt, indem er die GröTse der Ablenkung u angiebU 
Setzen wir daher 

(14) yu = y ./<"> 

und suchen wir die unbekannte Funktion f{u) zu bestimmen. Zu diesem 
Zwecke sei MP U+P eine zweite Gerade, welche mit 0.X den Winkel 
XOP u + v = u + r einschliefst und der Länge nach ebenfalls =y ist; 
man hat dann 

(15) y u +v = y • /(« + «0 

In so fern aber die Gerade y u + v ihrer Richtung nach um den Winkel v 
von y ¥ abweicht, mufs auch die Gleichung 

y u +v = yu • /(») 

statt fiuden , indem man y u als die ursprüngliche und als die abge- 
lenkte Gerade ansieht; durch Substitution von y u aus No. (14) verwandelt 
sich die vorstehende Gleichung in 

y»+v = y • /(") . /(*') 
deren Vergleichung mit No. (15) zu der Bedingung 

/(«) . f{p) 3= /(II -f n) 
Fuhrt. Hieraus bestimmt sieh die Natur der Funktion j\u); nach §.25. 
ist nämlich 

f(u) = 

wobei a eine Conslante bezeichnet, deren Werth sich leicht durch die 
Bemerkung ergiebt, dafs die nunmehrige Gleichung 

. (16) y* = y« u 

für it = tr mit der Formel (13) zusammenfallen mufs. Man erhält so 

.v* = y«* = y . <— n 

und folglich 

i 

a = (-1)* 
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Aus der Gleichung (16) wird jetzt vermöge dieses Werthes von a 

1 - 

(17) y a — y [(— i>*]" = y (- D* 

i 

Ist der Ablenkungswinkel ein rechter, also uss^x, so folgt 

(18) y k% = y(-i) 1 = yV~\ 

und es bedeutet demnach y V~\ eine Gerade , welche die Lange y be- 
sitzt, aber senkrecht auf ihrer ursprünglichen Richtung steht. Für 
OM = x nnd ein rechtwiuklig darauf errichtetes MP = y ist nunmehr 

der Slellenzeiger des Punktes P oder der an dieser Stelle stehenden Grö- 

3 

fse. Für u = - 7i würde sich auf ähnliche Weise 
2 

ergeben, wonach der Ausdruck 

x — y VZZ\ 

als Stellenzeiger des unterhalb liegenden Punktes P' gelten mute. 

In dieser Untersuchung liegt nun die reelle Bedeutung der mit dem, 
allerdings unpassenden, Namen imaginäre GröTsen bezeichneten Zahlen. 
Auf dieselbe Weise nämlich , wie eine reelle Zahl x das Mittel ist , um 
sich eine bestimmte Stelle der einfachen Gröfsenreihe zu vergegenwärti- 
gen und vor der Einbildung festzuhalten, so dient die Zahl x -f- ?/ V — 1 
zur Fixirung einer bestimmten Stelle in der Doppelreihe von Gröfsen; se- 
tzen wir also z. B. voraus, dafs in der auf Seite 189 verzeichneten Dop- 
pelreihe « von a aus gcrechuet an der Stelle x und von s aus gezählt an 
der Stelle y stehe, so ist 

x-\-y\'' — 1 der Slellenzeiger von @ 
x — y V'~T - - - c 

— x-\-yV~ X - . <£' 

-*-^'Cl - „ . e '. 

Zugleich ergiebt sich , dafs die Zahlen -f~ V — i und — V — ) für die 
laterale Erweiterung des Zahlengebietes dasselbe sind , wie 1 und — 1 
für die longitudinale Fortsetzung desselben. Während nämlich -f- 1 einen 
Schritt vorwärts (etwa nach rechts) in der einfachen Zahlenreihe a, 0, 
y, . . . bezeichnet und — 1 einen Schritt rückwärts (nach links), so ge- 
schieht der Übergang von einem Gliede der Reihe <*, 0, y, ... zu dem 
entsprechenden Gliede der darüberstehenden Reihe (z. B. der Schritt von 
6 nach D) mittelst der Zahl -f- V — 1 und der umgekehrte Ubergang zu 
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dem entsprechenden Glied e der nächst tieferen Reihe (z. B. der Schritt, 

von 6 nach d) mittelst der Zahl — V — \. 

Was nun die Gleichungen (7) und (8) anbelangt, so liegt in ihnen 
eine wichtige Aufgabe ausgesprochen. Sie zeigen nämlich, dafs die Funk- 
tion e* in zwei neue Funktionen zerfällt, wenn die Variabete imaginär 
wird; diese Erscheinung kann aber keine vereinzelte sein. Da wir näm- 
lich durch die vorigen Untersuchungen genölhigt worden sind, das Zah- 



lengebiet zu erweitern und Zahlen von der Form x -f- y V — 1 zu be- 
trachten, so müssen wir nun auch die Untersuchung der Funktion iu dem- 
selben Maafse erweitern, wie diefs mit deu Zahlen geschehen ist, d.h. 
auf die Betrachtung der Funktionen reeller Variabelen mufs eine Erörte- 
rung über die Funktionen solcher Variabelen folgen, welche von der Form 
x-\-yV — 1 sind und die wir der Kürze wegen complexe veränder- 
liche Zahlen nennen wollen. So wie nun die Funktion einer reellen Va- 
riabelen meistenteils wieder eine reelle (abhängige) Variabele ist, so läfst 
sich voraussehen, dafs die Funktion einer complexen Variabelen im All- 
gemeinen wiederum von complexer Form sein wird ; demnach darf man 
erwarten, dafs eine Gleichung von der Form 

J(* + y v '~^) = 9>(*> y) + V)V~l 
bestehen wird, uud es ist nun die Aufgabe, die Funktionen <p{x, y) und 

y(x 9 y) zu bestimmen, in welche eine gegebene Funktion f{z) zerrällt, 
sobald an die Stelle der reellen Variabelen z die complexe Variabele 

x -f- yV — i gesetzt wird. 

Aufserdem liegt uns noch eine zweite Untersuchung ob. Wir wis- 
sen, dafs den verschiedenen Funktionen charakteristische Eigenschaften 

zukommen, der Potenz z. B. die Eigenschaft: x^ . y == {xyf, der Ex- 
pouenzialgröfsc : a* . af = a x+ » u. s. w., für welche wir aber den Be- 
weis nur unter Voraussetzung reeller Variabelen geführt haben. Ob nun 
diese Eigenschaften ungestört bleiben , wenn complexe Variabele statt der 
reellen Veränderlichen gesetzt werden , das ist die Frage , von welcher 
die weiteren Fortschritte der Analysis abhängen. Diese Frage läfst sich 
aber beantworten , wenn wir die vorhin genannte Aufgabe gelöst haben. 
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C a p i t e 1 Ä1U. 

Die algebraischen Funktionen mit complexen 

Variabelen. 

§. 6i. 

Die vier Grundrechnungsarten. 

Da wir es bei allen folgenden Untersuchungen mit der imaginären 
Einheit VH\ (ein besserer Name wäre laterale oder transversale Ein- 
heit) zu thun haben, so möge dieselbe der Kürze wegen immer mit i be- 
zeichnet werden ; für diese Zahl gelten demnach die Gleichungen : 
m ii* = — 1, = + 1, i Ä = — i, t Ä =-f 1, 

1 } < i» = — i , t 6 = + * f » T = — «"» * 9 = + *> 
welche wir später häufig anwenden werden. 

Wenn wir uns daran erinnern , dafs jede Rechnung sich hauptsäch- 
lich mit Gleichungen beschäftigt , so mufs die erste Frage die sein , unter 
welchen Umständen zwei complexe Zahlen x -f- yi und £ -f - r}i als gleich 
anzusehen sind. Nun verstehen wir aber unter zwei gleichen reellen Zah- 
len solche, durch die in der Zahlenreihe eine und dieselbe Stelle bestimmt 
wird, und es ist nichts natürlicher, als diese Definition auch für complexe 
Zahlen beizubehalten. Vermöge der Bedeutung der complexen Zahlen 
folgt hieraus sogleich, dafs 

(2) • x + yi = £ + i?i 

ist, wenn zwischen den einzelnen reellen Zahlen x, §, y und t\ die 
Gleichungen 

(3) * = i, y = v 

statt finden , da aufserdem x -\- yi eine andere Stelle als | -f- t\i bezeich- 
nen würde. Nach dieser Definition ist also eine Gleichung zwischen zwei 
complexen Zahlen nichts weiter als ein Gomplex von zwei Gleichungen 
zwischen reellen Zahlen, eine Bemerkung, von der wir häufig Anwen- 
dung machen werden. 

Die Addition complexer Zahlen bedarf nun zunächst einer 
Erklärung, da die Definition dieser Rechnung ursprünglich nur für reelle 
Zahlen gegeben wird und also nicht geradezu auf complexe Zahlen au- 
gewendet werden darf. Erinnern wir uns aber, dafs der Entstehung 
der Addition zufolge die Summe z -f- £ die Zahl bedeutet, auf wel- 
che man stöfst, wenn man von der Stelle z aus um £ Schritte fortgeht, 
so erhellt augenblicklich , dafs diese Erklärung leicht auf complexe 
Zahlen ausgedehnt werden kann ; unter der Summe (x -\~ yi) -f- (| -f - tp) 
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würde Dämlich zu verstehen sein, dafs man von der Stelle x -f- yi aus um 
£ Schritte in horizontaler und denn um r\ Schritte in vertikaler Richtung 
fortzuschreiten habe 5 dabei trifft man auf die Zahl (.r-|~l) + (y-\~v)h 
und wir stellen daher die Gleichung 

(4) (x + yi) + + = + Ö + <y + v» 

als die Definition der Summe complexer Zahlen hin. 

Die Subtraktion ist das Umgekehrte der Addition, in so fern bei 
reellen Zahlen die Gleichung p — q = r bedeutet, dafs p = q -\-r sein 
soll ; behalten wir diese Definition unverändert bei , so müssen in der 
Gleichung 

(^4. *Y) (x + yi) = « + vi 
die beiden unbekannten Zahlen u und v so bestimmt werden, dafs die 
Gleichung 

X + Yi = (x + yi) + (u + vi) 
statt findet; nach No. (4) ist dieselbe einerlei mit der folgenden 

X -f Yi = (x + «) + iy -f v)i 
und zufolge Dessen, was über die Gleichheit complexer Zahlen gesagt 
wurde, ist weiter 

A =:*•+■" » * = V + v 

mith * n 

u = X — x , v z=z Y — y 
Vermöge dieser Werthe haben wir die Gleichung 

(5) (X + Yi) - (x + yi) = {X-x) + {Y - y)i 

als Grund formel der Subtraktion complexer Zahlen. Vergleicht man sie 
und die Formel (4) mit den für reelle Zahlen geltende» Addilions- und 
Subtraktionsregeln , so wird man fiuden , dafs die Rechnung ganz ebenso 
geschieht, als wenn t ein reeller Faktor wäre. 

Die Multiplikation erfordert wieder eine neue Begriffsbestim- 
mung, weil die ursprüngliche Erklärung dieser Operation nur nuf reelle 
Faktoren pafst. Da nun schon bei der Addition und Subtraktion com- 
plexer Zahlen die aulgestellten Definitionen ganz dieselben Resultate lie- 
ferten , als wenn die vorhandenen Zahlen reelle wären , so ist es am na- 
türlichsten, die Definition der Multiplikation so einzurichten, dafs hier 
dieselbe Übereinstimmung statt findet. Unter dem Produkte der eomplexen 
Faktoren x + yi und | + nt verstehen wir demgemäfs den Ausdruck 
(jr£ — yn) + (*i| + y8*> weleber zum Vorschein kommt, wenn man jene 
Faktoren auf gewöhnliche Weise multipUzirt und beachtet, dafs t Ä =s — i 
ist; die Gleichung 

(6) (* + yi) <$ + v> = (*!-— yn) -f- (xij + y&i 

enthllt demnach die Definition der Multiplikation complexer Zahlen. 
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Die Division betrachten wir als die Umkehrung der Moltiplika- 

TU 

tion, indem wir unter — = q verstehen, dafs m = nq sein soll, hei 

reellen Zahlen wie bei complexen. Setzen wir also 

= u + vi 
X -f- Yi ' 

wo ic and v erst noch zu bestimmende Zahlen sind , so folgt 

x + yi = (X + Yi) (u + vi) 

= (Xu — Yv) + (Xv -f- Yu)i 
und mithin durch Vergleicbung 

Xu — Yv = x , JT» -|- Fm = y 
Aus diesen beiden Gleichungen findet sieb , indem man sie nach u und r 
auflöst, 

Xx -|- Fy JTy — Yx 

* -^qp^-> " - ** + y a 

mithin durch Substitution 

(7\ * + y g * _ A * + r y i — 

l ' jr-f Ft — ^ + ^ ^* + ^ 

Zu dieser Gleichung, welche die Definition der Division enthält, kann 
man auch dadurch gelangen, dafs man Zahler und Nenner des linker Hand 
stehenden Bruches mit X — Yi multiplizirt , doch ist der obige Weg 
vorzuziehen. 

Fassen wir die bisher gewonnenen Resultate zusammen, so ergiebt 
sich daraus die allgemeine Regel, dafs die vier Grundoperationen auf com- 
plexe Zahlen ganz ebenso wie auf reelle Zahlen anwendbar sind , indem 
man die Gleichungen (1) beachtet. 

Es giebt übrigens noch eine zweite Weise , die Multiplikation und 
Division complexer Zahlen auszuführen, und zwar gründet sich dieselbe 
auf die Bemerkung, dafs jede complexe Zahl x -j- yi auf die Form 
r(cosö-f t«n8) gebracht werden kann, wobei r einen reellen Faktor 
uud ö eine reelle Zahl (als Bogen gedacht) bezeichnet. Setzen wir 
nämlich 

(8) x -|- yi = r(cos 6 -f- isin 0) = r cos ö -f- i r sin 0 
so folgt durch Vergleicbung 

r cos 0 = x , r sin 6 = y. 
Aus diesen Gleichungen findet man zunächst r, indem man sie quadrirt 
uud addirt, nämlich 

(9) r* = x* + oder r = V x* + y* 

und um 9 zu erhalten , braucht man nur die zweite Gleichung durch die 
erste zu dividiren; diefs giebt 

15* 
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(10) tan 8 = £ oder 8 = Jrctanx + k* 

x 

wobei k eine beliebige positive ganze Zahl bezeichnet. Hiermit haben r 
und $ ihre Bestimmung gefunden, und zwar nennt man r den Modul us, 
e das Argument und cos isin* den reduzirten Ausdruck der 
complexen Zahl x -f- yi. Diese Transformation bat übrigens eine sehr 
einfache geometrische Bedeutung, sie ist der Übergang vom rechtwinkli- 
gen Coordinatensysteme zu den Polarcoordinaten. Setzen wir nimlich in 
Fig. 12 OP = r, L MOP=: 8, so ist 

x == r cos 8 , y = r sin 8 

und mithin 

x -j- yi = r (cm 0 -|- i «Vi •) 
Wenn nun zwei complexe Zahlen x +ye und tf'+y'i zu multipti- 
ziren sind, so sei 

x -f- yi = («w • + ' «* *) = r cos 8 -f- i r «Vi 0 
j:' -|- yi = /(cm 6' -J- i sin $') = r cos 9' -f- t r «Vi 8' 
man findet dann 

r (cos 8 -f- 1 «Vi 8) . r (cm 8' -f- 1 «Vi 8') 

= rr cm 8 cm 8 — rr sin* sin 8 
-f- i[rrcos 8 «Vi 8' -f- rr'«» 8 cm 0*] 
d. i. nach sehr bekannten goniometrischen Formeln 
(H) r (cc* 8 -|- isin 8) . r (cm 8' -|- tu« 8') 

= rr [cos (8 -f- 8') -f i «Vi (8 -f *)] 
In dieser Weise läfst sich auch leicht die Multiplikation beliebig vieler 
complexer Zahlen ausführen, indem man das vorstehende Theorem mehr- 
mals nach einander anwendet. Man findet so den allgemeineren Salz : 

r x (cos 8 4 -}- i tm 8j) . r 2 (cos 8 a -|- 1 sin $ a ) ... r w (c<w 8 m isin 8 m ) 
= r t r 2 . . . r m [cos (8 t -f 8 a -f . . . -f 8 J + t «Vi (8 X -f $ a -f . . . -f- fi m )] 

Auf ähnliche Weise kann die Division complexer Zahlen behandelt 
werden; mulliplizirt man nämlich Zähler und Nenner des Bruches 

r (cos 8 -f- isin 8) 
r (cos 8 i sin 8') 

mit dem Faktor (cos 8' — i sin 6') , wodurch der Nenner in die Einheit 
übergeht, so folgt 

£(cmöcm8' +«»$««8') 

4- — («Vi 8 cos 8' — cos 8 «Vi 8') 
und nach bekannten goniometrischen Formeln ist diefs 
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t» «\ r (cos i 4- t stn t) r r , . . . , 

(12) -rz / | . . . = - [cos (9 — 9) + i «a (9 — 9)1 

was sich ebenfalls leicht auf mehrere Divisoren ausdehnen liefse. 



§. 52. 

Die Poteurirutg complexer Zahlen. 

So wie man in der Arithmetik der reellen Zahlen unter dem Symbole 
z M j worin z beliebig und m eine ganze positive Zahl sein möge , ein Pro- 
dukt aus m Faktoren versteht, deren jeder =z ist, so möge auch 

das Produkt bezeichnen, welches entsteht, wenn in dem Produkte 

(**+y**> («s+y» 1 ') • •• (*»+y»0 

sämmtliche Faktoren gleich werden, also 

X| = X^ = Xg . . . = x m = X 

ifi — y« = ^3 • • • = y» ^ y 

ist. Denken wir uns jeden der complexen Faktoren durch seineu Modu- 
lus und sein Argument ausgedrückt, so verwandelt sich die Gleichung 

Tj (cos Oj-j-tmö,) . r a (cos 9 a -|- isin 9 4 ) . . . r m (cos 9 m -|- isin 9 OT ) 
= rjr, . . . r m [cos (9j -|- 9 t + . . . -|- •») + * «* ( 9 i +*» + ••• + ••»)] 
bei gleichen Faktoren in die folgende: 

(1) [r («w e -f- 1 sin 9)] Ä = r m (cos m9 -f- isin mt) 

mittelst welcher die Potenzirung für ganze positive Exponenten jederzeit 
ausführbar ist. 

Verstehen wir ferner bei positiven ganzen p und q unter den beiden 
gleichgeltenden Ausdrücken 

9 p 

v (* + yi? = <* + y«)« 
diejenige Zahl, deren o;le Potenz gleich (x-\-yif ist, sa gelten folgende 
Schlüsse: es ist 

p(.s + ,*«)j_,[.( f g + ,*(,j.)] 

= r p [co* /*9 -j- t nVt j>9] 
= [r (cos $ + i sin $)]* 
mitbin nach der obigen Deßnition 

rf(«*^ + i«A^ = V[r(cos* + i«a9)] 

= [r(cw9 + i5iAe)]f 

oder bei umgekehrter Stellung 

(2) [r (cw » + i «« •)]« s rl £co* ^ 9^ -f i jia ^ J 
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Vergleicht man diese Formel mit der unter No. (1) verzeichneten, so kann 
man beide in der Weise zusammen fassen , dafs man sagt: für jedes posi- 
tive und rationale X gilt die Gleiohong 

(3) [r (cos 9 + isin 9)]* = r l [cos M -|- i sin A9] 

Diefs läfst sich auch leicht auf irrationale X ausdehnen; da nämlich irra- 
tionale Zahlen als Gränzwerthe rationaler Brüche angesehen werden kön- 
nen (z. B. V5 = Lim 1,41423...), so braucht man nur X sich fort- 
während so verändern zu lassen, dafs es sich einer Irrationalzahl als 
Gränze nähert , um sogleich die Gültigkeit der Formel (2) für irrationale 
Zahlen einzusehen. Die Gleichung (2) besteht demnach für alle posi- 
tiven X. 

Lassen wir in der aus No. (12) des vorigen Paragraphen folgenden 
Gleichung 

1 1 

-r- TT— = — . . ■ v == -7 [cos ( — 0') 4- i sin ( — 0')] 

r (cos 9 -|- i sm 9 ) r L 1 /J 

r* an die Stelle von r und A9 an die von 0' treten, so folgt 

oder durch Anwendung der Formel (2) auf die linke Seite 

r ss rH> [cos (— 1) 6 4 ist* (— X) 9] 

So wie nun unter z~* der Ausdruck ^ verstanden wird , so wolle« wir 

mit (x + yi>-* 



bezeichnen; es ist dann dieser Definition zufolge 

(4) [r (cos 9 + i sin •)]"* = r"* [«w ( — A) 9 -f- / (— X) •] 

Die dritte und vierte Gleichung endlich können zu der für jedes reelle* 
geltenden Formel 

(5) [r (cos 9 -f- isin 9)^ = r** (co# fi9 -f p») 
zusammengefaßt werden, welche unter dem Namen des Moivre'schen 
Satzes bekannt ist. ' Dieselbe' lehrt die Potenzirung einer complexen Zahl, 
indem man für 

daraus erhält 

■ 

(6) (* + .ytT 

= <*« + y 1 ) 4 ^s ^ 4rcta*Q + ism{n Melau 
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Das Moivrc'sehe Theorem liefert den Beweis, dal's die für reelle z 
und z geltende Eigenschalt der Potenz 

(zz'f = z* . z* 

auch für complexe Grundzahlen gültig bleibt. Sind nämlich beide com- 
plexe Zahlen auf die Formen 

r (cos 9 -f- i sin 9) und r (cos 9 -f i sin 9') 
gebracht, so hat man 

[r (cos 9 -f- i sin 0) . r (cos 9' + isin 9')]^ 

=s jrr [cos (9 -|- -f* 1 ^ ( e + •')] 

= (rrY [cos u (9 + 9') -f- i wt ft (9 + 9') | 

. pfi/t 1 (cos u,Q -|- i sin fi9) (ca* ft9 -|- * fi9 ) 

== [r (cos 9 + i «w 9)J** . [/•' (mi 9' -f isin 9')]^ 

wo nun der Vergleich des ersten und letzten Ausdruckes jene Behauptung 
rechtfertigt. 

Eiue brauchbare Anwendung des Theorcmes (1) ist noch folgende. 
Die linke Seite der Gleichung 

{cos 9 -f- isin 9)* = tos m9 -f- isin mt 

werde nach dem Binomialtheoreme für ganze positive Exponenten entwi- 
ckelt, was hier erlaubt ist, weil dieses Theorem nichts weiter als das 
ausgerechnete Resultat einer m fachen Multiplikation bildet, die auf com- 
plexe Zahlen ebenso wie auf reeöe Faktoren pafst; man hat danu mit 
Rücksicht auf die Gleichungen i a = — 1 , i s = — t, t 4 = -f- i , i* = 

< 

-\- i etc. 

m 0 cos m 9 — »i 2 cos *-* 9 sin* 9 -+ m 4 cos m ~* 9 sm* 9 — . . . 
-f i [m t cos"- 1 9 sin 9 — jw 8 cos m ~ 2 9 «m» 9 -f <w m - 4 9 sin* 9 — . . .] 

= Co* w9 -f- ' mö 
und folglich durch beiderseitige Vergleicbung : , 

(7) cos m9 sa m 0 cos m 9 — m % cos*-* 9 *w» 9 -f m 4 cos*-' 9 9 — . . . 

(8) sin m9 = m t co* m— 1 9 «iji0«-~jM B cof 1,>-s 9fäzS9 -f- aiaCw*****«^ 5 9 — ... 

womit ein paar brauchbare goniometrische Formeln gewonnen sind ; man 
kann ihnen auch folgende Gestalt geben: 
cos 

(9) — ü-t = m 0 — wi 4 tan* 9 -f- m 4 tan* * — /« ö tan 6 9 -|- . . . 

COS w 

(10) a= m, Inf — m 3 te»* 9 -f m 6 tan* 9 — . . . 
Wir werden später auf diese Formeln zurückkommen. 
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§. 53. 
Auflösung der Gleichungen 

*• — 1 und ** = 1. 

Eine der einfachsten Anwendungen , welche sich von den Sätzen der 
vorigen Paragraphen machen lassen , ist die Auflösung der Gleichungen 

x* = 1 und x m = 1, 

- 

d. h. die Aufsuchung ihrer reellen und imaginären Wurzeln. 

I. Da die Wurzeln der Gleichung x* = I im Allgemeinen auch ima- 
ginär sein können, so wollen wir 

(1) x = r (cos 0 ism ö) 
setzen, wo noch r und 0 zu bestimmen sind. 

Da nun x u = 1 sein soll , so folgt hieraus 

(2) 1 = r* («w /i* + t'j* »•) 

Diese Gleichung läfst sich leicht dadurch befriedigen, dafs man nimmt 

r = 1 und nO s= + 2/bt 
wo & jede ganze positive Zahl bedeuten kann. Denn man hat dann 
r n = \ , cos ?i0 = cos 2kn = -f- 1 , sin »e = «k 2** — 0 , wodurch 
sich die Gleichung auf die Identität i = r reduzirt. Aus »ö = + 2*» 

folgt aber 0 = + — *, folglich nach (i) 

n 

*m\ 2 k . , 2^ 

(3) x =5 co* — n-\-i sin — n 

■ » — » 

wo nun Ä: jede beliebige positive Zahl bedeuten kann. Hieraus scheint zu 
folgen , dafs es unendlich viel verschiedene Werthe für x und mithin un- 
endlich viel Auflösungen der Gleichung (1) giebt; in der Thal aber ist 
dicfs nicht der Fall, sondern die Anzahl der von einander wirklich 
verschiedenen Werthe von x ist nur eine begränzte und zwar = n. 
Man überzeugt sich hiervon leicht durch folgende Betrachtungen. 

Ist n eine gerade Zahl, so kann mau die auf einander folgenden 
Werthe von Ar in folgender Weise gruppiren: 



0, \, 2, 3, 4, . 


- — s 


2 *' 


/* 
2' 


I + 2 > * 


n — 2, 






n + 1, // -|- 2, . . 


5?-» 
2 


3» 

T ' 


3» 

2~' 


3 ^ + «. + 


. 2« — 2» 


2« — 1 , 


2//, 



u. s. f. 
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die sich auch so darstellen lassen: 

h n r 

0, 1, 3, 3, 4, 5,... £~ 2 » £ ~" 1 ' 5* 

ä — Q — 1^, " — (5 — 2 )» « — 2» » — 1, », 

« + 2, . .. »+(2""*)' n + \™ l ) f T 9 

2» — (|— *)» — (| — 2 )> • * • 2» — 2, 2« — 1, 2» 

u. s. f. 

■ 

Die erste Horizontalreihe giebt nun für x folgende Werthe : 
/*x , 2 ... 2 4 ... 4 

(4) 1 , COS - » + I *MI - » , COS -TC T I «» - » , ... 

w ji — ji » — » 

« — 4 1 . . »—4 « — 2 , . . Jt — 2 



Nimmt man jetzt für k in (3) die Werthe der zweiten Hortzontalreihe und 
bemerkt, dafs immer cos (2it + hn) = cos hn und sin(2n + hn) = 
sinhn ist, so erhält man der Reihe nach 



(ji— 4 \ , . . / ji — 4 \ ji — 4 , . . 

2» — 7t 1 + 1 5U» I 2 « — n \ == cos — — n + istn 



2 

// 



u. s. f. 

d. h. man bekommt die schon gefondeuen Werthe vou x in (4) noch 
einmal in umgekehrter Ordnung. Nimmt man für k die Zahlen der 
dritten Horizontalreihe, so erhält man wieder die Werthe in (4), aber 
in der nämlichen Ordnung; substituirt man die Zahlen der vierteu Reihe 
für k 9 so findet man wieder die Werthe (4), aber in umgekehrter 
Ordnung u. s. f. — Da wir also durch weitere Fortsetzung nichts 
Neues erhalten, so haben wir für x, blos die in (4) aufgezählten, 
wirklich von einander verschiedenen Werthe , . deren Anzahl n beträgt. 



Bemerkt man noch, dafs aus x n =z\ folgt x s Vi , so können wir 
jetzt sagen: 

» 

Für ein gerades » hat V -\. \ folgeude n Werthe: v 



Digitized by Google 



Cap. XU1. Die a 

(&) +<> — * 

«... 2 2 . . 2 

cos - n -4- i sin -7t, cos -rt — i sin - n 
n 1 » » » 

4 ... 4 4 . . 4 

ro* - ff -4- i sin - w , cos -n — t sin -n 
n 1 n n n 

6 ... ö 6 . . 6 

co# -ff -4- t tut -1t, cos ~ft — i sin -n 
n 1 n n n 



n — 2 . . . n — 2 n — 2 . . n — 2 

n 4- i sin n , cos ff — i sin 

n 1 n n n 



ein ungerades n lassen sich die Werthe des k folgendermafsen grup- 
piren : 

0, 1, 2, 3, 4, ~T"' ~T~ 

n — i n — 3 

ä ~~ f- — — — . n - y . . . n ~~~ 2 • ä — 1 

2 » 

», « + 2, * + ~~ , * + 

u. s. f. 

Mittelst der Formel (3) bekommt man hier aus der ersten Horizontalreihe 
für x die Werthe: 

2.2 4 4 

(6) 1 , cos -it + i sin - it , co* - ff + t *wi - ff , . . . 

n — n n — n 

n — 3 . . . n — 3 n — 1 . . n — 1 

. . . cos 7t + i sin 7t , cos « + i sin n 

n — n n ~ n 

aus der zweiten Horizontalreihe: 

* 

cos ^2» — 7t^ + 1«'» ^2» — '!Zli Ä ^ = cot + ism % 

/ n—S \ , . . / n — 3 \ n — 3 . . . n — 3 

1 27t — äJ + i sw I 2ff — 7t I r= cos — ^— ff Hh isin——v 

f' ■ 

d. h. die nämlichen Werthe wie in (6) , nur in umgekehrter Ordnung. 
Ebenso würde man aus der dritten Horizontalreihe wieder die Werthe (6) 
in derselben Ordnung erhalten u. s. f. Als wirklich verschiedene Werthe 
bleiben uns also blos die in (6) stehenden, deren Anzahl n beträgt. Wir 
können also folgendes Theorem aussprechen : 

n 

Für ein ungerades n hat \ folgende n Werthe: 
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(f) + 1, . 

2 ... 2 2 . . 2 

cos — tc 4- i sin — 7t y cos - « — i sin -7t 

n 1 n n n 

4 4 4 4 

cos - n -\- i sin - n, cos -n — i sin - it 

n 1 n n n 

6 ... 6 6 . . « 

cos — Tt -1~ i sin — it f cos -n — i sin - * 

n ■ n n n 

• ••••«.•■ 

* — 1 , . . n — 1 « — t . . n — i 

cos « -I- i * w 7t f cot n — i #wi % 

n 1 n n n 

lo ajlen Fälleu, wo sich die Theilung des Kreises in 2n Theile geome- 
trisch ausführen läfst, kann man die in (5) und (7) vorkommenden Cosinus 
und Sinus algebraisch ausdrücken. So erhält man z. B. aus (5) für n = 6, 

als die Werthe von V-f- 1, 

+ — f 

11 1 1 

co* - « -f- i sin - n , coj - n — i sin - tc 



3 1 3 " 3 3 

2 ... 2 2 .2 
- « -|- i stn - « , cos -n — i «« - 

3 3 3 3 



d. i. 



Nimmt man in Formel (7) n== &, und beachtet, d*fs aus der Coastruk- 
tion des regulären Fünfecks 

1 _ V 5+1 

gefunden wird, woraus man leicht cos\it, cos ^ n und «w \ », ^ » 
ableitet , so finden sich folgende Werthe für f + 1 : 



>+2^ & K ~ 



- 

4 4 4 4 1 
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II. Es hat nun auch keine Schwierigkeit, die Wurzeln der allge- 
meinen Gleichung 

x" = 1 

d. h. die verschiedenen Werthe der Wurzel l)* zu finden. Da 

nämlich 

» m j- In" 

f <+ d" = <+ «■ = L(+ *)"J 

i 

ist, so braucht man nur die für (-J- i) n gefundenen Ausdrücke auf die 
mit Potenz zu erheben, oder, was vermöge des Moivre'schen Theoremes 
auf das Nämliche hinausläuft, statt ir in den Formeln (5), (5) und (7) 
zu substituiren. 

Da nach unserer Definition 



(+ 1)' 



ist, so kann man jetzt auch die Gleichung x m = I auflösen. Es ist 
nämlich 

1 1 



d. i. 



5. 2mk . . . imk 
(_J_ i)« cos n + i $in 7t 



2mA . . 2 mA: 

cos n 4- i sm 

n 1 n 

m 



woraus man siebt, dafs die Gröfse (+1) ■ die nämlichen n Werthe hat 
wie (+ 1)«. 

Lassen wir m und n so ins Unendliche wachsen, dafs sich der Bruch 
^ einer irrationalen Gränze p nähert, so wird die Anzahl der Werthe 

von (+ iy* unendlich und wir bekommen 

(-f 1)P = cos 2(ifoi + isin 2fi/br 

wo man nun für k alle möglichen positiven ganzen Zahlen setzen kann, 
ohne jemals einem schon gefundenen Werthe zum zweiten Male zu be- 
gegnen. 

Hat man allgemein für ein beliebiges rationales oder irrationales p die 

Werthe von (a -f" ßi)P zu bestimmen, so bringe man a -f- ßi auf die Form 
r(co*e-f-ist»e) 5 dann ist 
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(a + ßtY s= (cos * + i sin W 

= rl> (cos M 9 + i «a ftO) 

wo man nun für den einen absoluten Werth dieser Gröfse und für 

1/* das zu setzen hat, was wir -für die verschiedenen Fälle gefunden 
haben. 

Auflösung der Gleichungen 
x n = — 1 und x m ■= — 1. 

■ 

1. Da die Gleichung x H = — 1 , worin n eine ganze positive Zahl 
bedeutet, auch imaginäre Wurzeln haben kann, so wollen wir 

(1) x = r (co* 6 -f- isin ö) 

setzen und r und 6 zu bestimmen suchen. Da nun x % = — 1 werden 
soll, so mufs auch 

r" (cos i2$ -|- i sin nd) = — 1 

sein. Dieser Gleichung kann man Genüge leisten, wenn man r= 1 und 
?t0 == + (2k + 1) n nimmt, worin für k jede ganze positive Zahl gesetzt 

2# -I- 1 

werden darf. Es folgt hieraus 0 = + — ^— mithin aus (1) 

2*-f* . . . + i 

(2) x = cos — n + i «a ! — ». 

Da hier k jede beliebige, positive ganze Zahl sein kann, so scheint zu fol- 
gen, dafs es eine unbegränzte Menge von Auflösungen geben müsse. In- 
dessen reduzirt sich ihre Zahl von selbst auf eine endliche Gröfse, wie 
man aus folgenden Betrachlungen sieht , die den im vorigen Paragraphen 
durchgeführten ganz ähnlich sind. 

1) Für ein gerades n kann man die Werlbe von k folgendermafsen 
gruppiren : 

0, 1, «, 3, 4, | — 2, | — i, 

* — a — 1^, . . . a — 2, n — i, 

2a — 2a — Q — i), ... 2a — 2, 2»— 1, 

U. 8. f. 

Setzt man für & in Formel (2) die Wertbe der ersten Horizontalreihe, so 
erhält man für x der Reihe nach: 



Digitized by Google 



206 Cap. XIII. 

1 1 3 3 

(3) cos - * -f- i sin - », - w + i" *£« - ?r , . . . 

* 

» — 3 , . . n — 3 n — 1 . . . n — 1 

. • , . COS — ■ X T l svt • ■■ ■ % y cos ?! T ( sin — ■ — - 

n — n n — n 

Aus der zweiten Horizontalreihe erhält man für x die Werthe 



cos (%n — " — - 7t \ + i sin (in — n = cos - — * n + i sin - — - it 

V n ) - \ n ) n ~ n 

ro* I 2 ;r » I + i sin I 2» I n =r CO* » i sin it 

\ n ) - V n ) n - n 

o. s. f. 

d. Ii. die nämlichen wie in (3), nur in umgekehrter Ordnung. Die Wer- 
the von k in der dritten Horizontalreihe liefern für x die Ausdrücke: 

cos f 2 n + - n\ + i sin \2n -4- -ic\ = cos - w + t sin - n 
\ ' n J ~ \ n J u - n 

^2« + ^ 1 « «» ^27r -|- 5 ^ 

u. s. f. 

d. h. die Werthe aus (3) in derselben Ordnung. Auf diese Weise fort- 
gehend, ßndet man immer die nämlichen Werthe für x 9 die wir in (3} 
kennen gelernt haben, bald in umgekehrter, bald in derselben Ordnung. 
Wirklich verschiedene Werthe sind also blos die in (3) , deren Anzahl n 

n 

ist. Bemerkt man noch , dafs aus x* =s — 1 folgt x = V — i , so kann 
man sagen: 



cos f 2« — |- — ?r | + i sin \ in -\-- 7t\ = cos ^n + , 1 sin -n 



Für ein gerades n hat f—i folgende n Werthe: 

11 1 t 

(4) cos - n 4- i sin - n , cos -n — #' sin - n 

n n n n 

3 ... 3 3 . 3 

cos - n -f- 1 sin - n , cos -n — 1 sin -7t 

n 1 n n n 

5 5 5 5 

cos -7t -V- i sin - n , cos —7t — 1 sin - 7t 

n 1 n n n 



n — 1 . . . n — i n — t . . n — 1 

cos 7t -4- t sin «, cos n — 1 sm it 

n 1 n n n 

welche sämmtlich imaginär sind , wie man ohnehin daraus sieht , dafs 

* 

jede reelle Zahl , auf eine gerade Polenz erhoben , eine positive Gröfse 
liefert. 

2) Für ein ungerades n lassen sich die Werthe von it so schreiben : 
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n — 5 n — 3 n — \ 
~*2 ' 2 ' 2 



Oy i , 2, — -— , o — , , 



n — * « — 3 

Ä g — > 11 j — ' n — ' n — ' 

+ . n — 3 . n — -1 
1, .. „ + 

u. s. f. 

Nimmt man für k die Wertbe der ersten Horizontalreihe, so ergeben sich 
nach (2) folgende Werthe von x: 

(5) cos i 35 + i sin -it, cos - as + i sin - n, . . . 

» — 4 , . . « — 4 n — 2 , . . n — 2 
. . . cos it + t sin tc , cos n -r t sm it . — i 

n — n n — n 

Aus der zweiten Horizontalreihe ßndet man: 

..... «— 2 



(»—2 \ . / »—2 \ »—2 , . . 

2» _ j* 1 + 1 ju* I %n — it\ sss cos -— + 1 sm 

(n — tk \ , . . /*. « — 4 \ «—4 , . . 

In — it\ + 1 sin I 2w - — n I = coj » + 1 «yt 



u. s. f. 

d. h. die Ausdrücke in (5), mit Ausnahme des letzten, nur in umgekehrter 
Ordnung. Die dritte Horizontalreihe für k würde für x genau dieselben 
Wertbe liefern, wie die in (5) schon gefundenen u. s. f. Als wirklich 
verschiedene Werthe bleiben also blos die in (5) stehen und folglich kann 



n 



Für ein ungerades n hat V — i folgeude n Werthe: 

(6) -4, 

1 . . . i 1 . . i 

cos - it -+- x sin - 1t , cos -it — i sin — n 

n 1 n n n 

3 * . . 3 3 3 

cos - tc 4~ i stn - n, cos -n — i sm -n 

n 1 n n n 

5 . . 5 5 . . 5 

v cos — w -4- ' sin — it f cos - it — i sin -n 

n ' n n n 



« — 2 . . . n — 2 n — 2 . . * — 2 

n -4- i sin it , cos it — t sin n 

n 1 n n n 

von denen nur einer, nämlich — 1, reell ist. 

Auch hier ist es leicht, in solchen Fällen, wo sich die Theilung des 
Kreises in 2« Theile geometrisch construiren läfst, die Werthe der ein- 
zelnen Cosinus und Sinus algebraisch darzustellen. So erhält man z. B. 



4 



für n = 4 aus (4) folgende Werthe von V— \ : 
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J_ . ±_v~\ 1 L^— \ 

» 

und aus (6) für a = 3 folgende Ausdrücke für V— \ : 

- 1, 

2 1 2 2 2 

n 

II. Hat man die Gleichung x m = — 1 aufzulösen, d. h. die Wer- 
the von ( — 1)" aufzusuchen, so braucht man vermöge der Gleichung 

(- 0» = L(- *r\ 

1 

nur die. für (— l) 5 gefundenen Werthe auf die mte Potenz zu erbeben, 
oder, was das Nämliche ist, in denselben mit für » zu setzen. 
Ebenso findet man 

1 

m{*k + \) , . . m(2* + l) 
— - n + i sin — 2 — - n 



(-!) - = 5 = 

(- !)• 



COS 



= COS — — — JT + t JWtf 

n 1 n 



VI 



Läfst man nt und n gleichzeitig so wachsen, dafs — sich einer Irrational- 
st 

zahl p als Gränze nähert, so wird 

(— l)f* = cos (i(2k-\-i)n ± isifi ( i{2k + i)% 
wo nun für k jede ganze positive Zahl gesetzt wird. 

Um die Werthe von ( — a — ßi)? zu bestimmen , wo fi eine ganz 
beliebige Gröfse bezeichnet, bringe man — o — ßi auf die Form 
(— 1) r (cos & -f- i sin dann ist 

a — ßi)* = (— 1)M r* (cos p9 + ij& 

wo nun für rt* der eine absolute Werth dieser Gröfse und für ( — iy* das 
zu setzen ist, was die Formeln dieses Paragraphen im speziellen Falle 
verlangen. 

§. 55. 
Da« Theorem von Cotea. 

Durch die in den beiden vorigen Paragraphen gefundenen Resultate 
ist es auch möglich , die Funktionen x* — 1 und jr* -|- 1 in Faktoren zu 
zerfallen. 
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Da Aufsuchung der Wurzeln von x n — i =0 oder x* + * = 0 
nichts Anderes als Bestimmung derjenigen Werthe von x ist, für welche 
die Funktionen x n — 1 und x n -\- i sich annulliren , so können wir hier 
die Lebren des §. 21. in Anwendung bringen, indem wir Zur f(x) einmal 
x n — i, dann x n -f- 1 und für x 19 x 2 , x s , ... x n die Wurzeln der 
Gleichungen x n = 1 und x* = — 1 setzen. 

I. Bezeichnen wir nun mit x x> x^ 3 ... x n die Wurzeln der Glei- 
chung x n — 1=0, so ist nach Formel (3) §. 21 . : 

x n — 1 = k{x — x x ) (x — -x 4 ) . . . (x — x n ) 

Die Gröfse k mufs hier = 1 sein, weil x n den Coeffizienten 1 besitzt und 
bei wirklicher Ausführung der Multiplikation k der Coeffizient von x* wer- 
den würde. 

Setzen wir nun für x l9 x %9 . . . x H ihre Werthe aus (5) und (7) 
in §. 53. und führen die angedeuteten Multiplikationen blos für zwei 
neben einander stehende Wurzeln aus, so erhalten wir, unter der Be- 
merkung, dafs 

/ 2k • . *k \ f 2k . . , 2k \ 

Ix — cos — n — i sm — n\ Ix — cos — n -\~ t sin — n\ 
\ n n ) \ n ' n ) 

_ ( 2 * V ( - * k V 

- 

2k , 

— x* — 2x cos 7t -f- i 

ist, Folgendes: 

Für ein gerades n 

(1) x» - i 

= (x a — 4) ^x* — 2 x cos j| it -J- 1^ ^x* — 2x cos ^ it -|- 1^ ... 

... (x* — 2x cos it + 

und für ein ungerades n 

(2) x» — 1 

= (x — i) ^x* — 2x cos - n -f- 1^ ^x» — 2x «w * w -|" 

. . . ^x* — 2x cos * n * « + 4^ 

Setzt man hier - für x und multiplizirt beiderseits mit a n , so ergiebt 
sich noch: 

SehlönUeh Analyst« 1. »weite Aofl. ■ , |4 
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Für «in gerades u 
($) x* — «" 

== (x* — o 2 ) ^x 2 — 2ox ? 7t -|- <i 2 ^ ^x 2 — 2<rx e<w - n -\- <i 2 ^ . . . 

1 ... £r 2 — 2<rx cos * "J 2 * -f a 2 ^ 

und für ein ungerades 7t 

(4) x» — a* * 

= (x — a) ^x* — 2 ox cos 7t -|- a*^ ^x 2 — 2<rx ro* ^ 7t -|- a 2 ^ . . . 

. . . ^x* — 2<ix cos — n -\- a*^ 

II. Etwas ganz Ähnliches lafst sieh Tür die Punktion x Ä -f-i lei- 
sten. Bezeichnet man mit f x a } • • . x u die Wurzeln der (J4eichung 
x* + i — 6 , so ist 

X* + i = (X Xj) (x — x % ) ... (x — x n ) 

MultipHzirt »an ki unserem Falle je zwei neben einander stehende Wer- 
ihe von x in den Formeln (4) und (6) des vorigen Paragraphen und be- 
merkt, da Ts 

IX COS -' TT l SM 7t II X r05 — J 71 -4- f .«» — - - Jt I 

= I x — cos — ~* — 7t I — Ii sin — J — n l 

= .r 2 — 2x co* f — 7t -I- t 

ist, so erhält man: 

Für ein gerades w 
(f>) x* -f 1 

= ^x 2 — 2x cos i 7t -|~ 1^ — 2x eot * w -f- ... 

. . . ^x 2 — 2x «w n ~f* 

und für ein ungerades m 

(6) x* + 1 

= (* + ! ) — 2x e«w i w -j- 1^ ^x 2 — 2x cos ~n ij ... 

... (x 2 — 2x<vw 
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x 

Setzt man noch - an die Stelle von x und multiplinrt beiderseits mit a* 9 

a 

so ergiebt sich : 

Für ein gerades n 
(7) z n + a n 

= ^x* — 2ax cos ^ % -|— a 2 ^ ^x* — «aar «w ? » a*^ . . . 

. . . ^x* — 2flx cos U ^ 1 « -|- 
für ein ungerades » 



(8) x» -f fl n 

= (x -J- a) ^x* — 2«rx cos i jr -f- a 2 ^ ^x a — 2ax co* ? n -J- a 2 ^ . . . 

(n — 2 -\ 
x 2 — 2 ax cos — - — n -\- a* 1 

Die Sätze (3), (4), (7), (8) lassen sich auch geometrisch inter- 
pretiren und in dieser Gestalt wurden sie zuerst von Cotes (f 1716) 
aufgestellt . 

Theilt man nämlich die Peripherie eines Kreises , von einem Punkte 
M derselben ausgehend, in 2» gleiche Tbeile und zieht von einem belie- 
big auf dem Durchmesser MC genommenen Punkte O Gerade nach allen 
Theilpunkten, so ist das Produkt aller Strahlen gerader Nummer: OAf . 

n — — n 

OM 2 . 0üf 4 . . . = CM — CO , wenn der Punkt O innerhalb des 

n n 

Kreises und = CO — CM , wenn er aufserhalb desselben liegt und 
das Produkt aller Strahlen ungerader Nummern: OM t . OM z . OM 6 . . . 

in jedem Falle == CG* + CM*. 

Wir wollen den Fall, wo der Punkt O aufserhalb des Kreises liegt, 
zuerst betrachten , weil er sich unmittelbar an die Form der Gleichungen 
(3), (4), (7), (8) anschliefst. 

Für CO=x, CM = a ist in Fig. 13: 



--2 . ^-=.2 



OM i = OP + M X P = {x — acos PCMJ* -f- (a sin PCM X )* 

= x 2 — 2ax cos PCM l -f- a 2 

* 

Da aber der Kreis in 2» Theile getheiit ist, so haben wir PCM X = 



^ = - » , folglich 
2n n & 



OM* = x* — 2«x cos-n-\- a* 



14* 
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— — — ± g 

Hieraus findet man auch die Wcrtlie von OM % , OJh, u. s. f., wenn 
man statt des Winkels PCM l der Reihe nach PCM % , PCM Z u. s. f., 

d. i. -Jt etc. an die Stelle von -3t setzt. Es ist überhaupt, wenn 
n n n 

OM k irgend einen der Strahlen bezeichnet, 

* A- 

OM k = x» — 2<w co* - Jt -4- a*. 

n 1 

Da aber der Kreis in eine gerade Anzahl von Theilen zerlegt ist, so ent- 
spricht jedem nach einem Punkte in der oberen Hälfte gehenden Strahle 
ein anderer ihm gleicher in der unteren Hälfte; so ist z.B. in unserer 
Figur, wo 2a= 10, 0M X = 0M 9 , OM z = 0M 8 , 0M % = 0M 7 

etc., überhaupt 0M k = 0M^ k . Statt OST*, (TM* etc. kann man 
also auch 0M X . 0M 9 , 0M ± . 0M 8 etc., überhaupt 0M k . OM^- k 
setzen. Mithin wird 

k 

(1) 0M k . 0M^ k = x* — Vax cos -n -{- a*. 

Man erhält hieraus noch unter der Bemerkung, dafs 03/= OM Q = OM in 
ist, fiir k = 0 0M 0 = x — a; für k — n hat man auch 0M % z=x-\-a. 

I. Setzen wir & = 0, 2, 4, ... n, wobei n als gerade ange- 
nommen wird, so ergiebt sich durch Multiplikation aller entstehenden 
Gleichungen 

= (x — a) ^r* — 2 ox cos 3t -|- a*^ ^ar a — 2öx cos ^ 3t -f- . . . 

. . ^x* — 2ax cos n -f" (* 4~ *) 

d. i. weil das erste und letzte Glied x* — a* zum Produkt geben , nach 
Forme! (3) 

(2) 0M 0 . 0M 2 . 0M A . . . OM^ 0M n = x* — «* 

Wäre 7i ungerade, so setze man in (1) k = 0, 2, 4, ... n — 3, n — I, 
so wird 

e= ( x — a) yx* — 2ax cos ? 3t -f- a*^ ^r* — 2ax cos ~ *t -f- • • • 

. . . ^jt* — 2<u: cos * n * n + 

also nach Formel (4) 

OM 0 . 0M 2 . CM/ 4 . . . 0M n _ 9 . 0M^ X = x« — a". 
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Es ist mitbin immer das Produkt der Strahlen gerader Nummer = 

CO* — CM*. . 

II. Für eiu gerades n setzen wir in (4) A == 1, 3, 5, ... n — 4, 
dann ist durch Multiplikation aller entstehenden Gleichungen 
OM x . 0M Z . OM b . . . OM u _ 3 . OM n _, 

= ^x* — Vax cos i 7t -f- fl a ^ ^r a — 2ax cos^n -\- a*^ . . . 

. . . ^x* — 2ax cos — - ~ n -f- 
z= x n -|- a* 

Für ein ungerades n nehme man k = 4 , 3, 5, ... uud beachte , dafs 
OM n = x + a ist, so wird 

öi/, . 0J/ 3 . Öif 6 . . . OM^ . OM n 

= ^x 2 — 2ox co* i jt -|- ^jr a — lax cos ? » + • • • 

. . . £r* — 2ax cos 1 —~ n + fl *^ (* + fl ) 

= x n + fl" 

Mithin ist immer das Produkt der Strahlen ungerader Nummer = 

CÖ n +CM*. .. » 

Liegt der Punkt O im Innern des Kreises, so ändert sich blos die 
Betrachtung iu 1. Statt dafs nämlich oben OM — x — a war, wird es 

jetzt = a — x. Die Gröfsen x 2 — lux cos - n 4- a* ändern ihre 
J 11 ■ 

Werthe nicht, und es besteht daher der ganze Unterschied darin, dafs in 

den Produkten das erste Glied a — x und nicht x — a ist. Diefs redu- 

zirt sich aber leicht auf den obigen Fall, wenn man für a — x setzt 

— (x — a). Der Werth des Produktes ist dann entsprechend — (x* — «"), 

n n 

d. h. a* — x* = CM — CO , wie im Anfang behauptet wurde. 
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» 

C a p i t c 1 XIV. 

Die Exponenzialgröfsen und Logarithmen mit 

complexen Vai % iabelen. 

t §. 56. 

Definition der KxponenzialgröTse. 

Nachdem wir alle die Beziehungen erörtert haben, welche sich an 
die Potenz mit complexer Basis knüpfen, müssen wir nun die Potenz 
mit complexem Exponenten, d. h. die Exponenzialgröfse untersuchen. 
Die erste Frage ist hier wieder die, welche Bedeutung das Symbol a t+ui 
haben soll, und wir befinden uns dabei in demselbeu Falle wie früher; 
weil nämlkh die Definition von a* schlechterdings nur auf reelle z pafst, 
so würde es frei stehen, für a*+ ul " eine ganz neue Erklärung zu geben, 
die nur der Art sein müfste, dafs sie für u — 0 mit der gewöhnlichen 
Auffassung von a % zusammenfiele. Um aber möglichste Einheit in den 
Calcül zu bringen, gehen wir auf die Lehren des §. 8. zurück, denen zu- 
folge die natürliche Exponenzialgröfse c* mittelst der Formel 

e* = Lim ^1 + co = oo 

aus der Potenz abgeleitet werden kann. Demgemäfs möge die Definition 
der natürlichen Exponenzialgröfse mit complexer Variabelen durch die 
Gleichung 

(4) = Lim £(l + ^-y] , <o = oo 

gegeben sein, und es ist diese Definition vollkommen sicher, weil der 
rechter Hand befindliche Ausdruck nur eine Potenz enthält, deren Bedeu- 
tung unter allen Umständen nach den Lehren des §. 52. bestimmt werden 
kann. Um diefs sogleich genauer zu erörtern, sei 

! _|_ L+Jl = i + L J- Ii = o (cos» + isin&) 

1 co ' CO 1 CO * 9 

so findet mao 



(2) 



•=K(.+a"+0*-['+V+^]' 



U 
CO 



(3) tan & = - 

1 +- 
■ co 

uud vermöge der so bestimmten Werthe von q und # ist 
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= Lim \q» (cos & -f isin Vf] 

oder 

(4) <?'+"« = Lim (g m ) . Lim (cos o# -f- i sin wfr) 

- 

Untersuchen wir nun einzeln die beiden rechter Hand angedeuteten Uränz- 
werthe. Nach No. (2) ist 



«■-[■ + ?+ W 



und wenn wir den Ausdruck 1 ^ — kurz mit bezeichnen, 

6) (0 

I 

= + »)*• = Cd + 

d. i. vermöge der Bedeutung von h 

1 t + + 

^ = [(i + a)*] *• 

Für unendlich wachsende w convergirt d gegen die Null, es ist dann 



l t* -4- w a 

m (i + ö) 8 = e und Z,im J = 0 

2(0 



mithin 

(5) Z,«m (o») = e< 

Ferner hat man in Beziehung auf «fr 



m tan& 



tand tan& t t 

* ~f — 

1 cd 

Bei unendlich wachsenden co nähert sich wie man aus No. (3) ersieht, 
der Gränze Null, man hat daher 

Lim -~r = 1 und Lim 



tan» . t 

1 + ü 

folglich 

(6) Lim (•>#) = w 

Benutzen wir die Gleichungen (5) und (6) zur Transformation von No. (4), 
so lautet jetzt die Definition der natürlichen Exponenzialgröfse mit com- 
plexer Variabelen 

(7) = e< (cos u + isin u) 
Für t = 0 reduzirt sich diese Gleichung auf 

(8) = cos u + i *i* « 

übereinstimmend mit Dem , was wir durch Vergleichung der Expontuzial- 
reihe mit der Cosinus- und Sinusreihe gefunden haben. Die obige von 
der Theorie der Reihen unabhängige Herleitung desselben Satzes zeigt 
seine eigentliche Bedeatuog, welche sehr einfach darin besteht, dafs er 
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ein Spezialfall der oalurgemäfsen Definition von e«+* ist. — Es ver- 
dient übrigens noch bemerkt zu werden, dafs der Ausdruck (8) zugleich 

u 

den Ablenkungsfaktor ( — 1)* darstellt, den wir in §. 50. kennen gelernt 
haben; es ist nämlich 

I - 9 

— 1 = cos 7t -j- t sin Tt 

i 

folglich unter Anwendung des Moivre'schen Theoremes und der Formel (8) 

(— \) n = cosu-{- isin u = e*i 
An diese Bemerkung lassen sich unter Anderen verschiedene Untersuchun- 
gen der ebenen Geometrie anknüpfen , auf die wir hier aber nicht einge- 
hen können. 

Aus der Definition in No. (7) erkennt man leicht, dafs die in der 
Formel 

c« . e»' = <?*+*' 

ausgesprochene Eigenschaft der Exponenzialgröfse auch für complexe Va- 
riabel gültig bleibt; man hat nämlich 

. e f/+tt ' i = e* (cos u -f- isin u) . J (cos u -f- i sin u) 
und nach dem Theoreme von Moivre 

== <r r+l ' [cos (u -f- u) -\- i sin (u -J- u)\ 

indem man die Gleichung (7) rückwärts für t + 1 und » -f u statt t und 
u in Anspruch nimmt. 

So wie durch die Gleichung (1) die Definition von e t+B< gegeben ist, 
so würde entsprechend 

sein, wobei k eine conslante reelle Zahl bezeichnen möge. Behandelt 
man den rechter Hand stehenden Ausdruck ebenso wie vorbin , so tritt kt 
an die Stelle von t und ku an die von u; diefs giebt 

(9) = e*' \cos (ku) -f- isin (ku)\ 

= je* [cos u -|- * sin w]J* 

d. i. bei umgekehrter Schreibweise 

(10) (t**™) 1 = <?(«+««)* 

woraus man erkennt, dafs die bekannte Eigenschaft der Exponenzialgröfse 
(e*)* = auch für complexe z besteht. 

Durch das Vorige erledigt sich die Theorie der natürlichen Ex- 
ponenzialgröfse mit complexer Variabeleo, und es bedarf daher noch einer 
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Untersuchung über die Exponenzialgröfse mit beliebiger Basis. Nun ist 
aber für reelle z 

und demgemäTs verstehen wir unter o t+w< den Ausdruck 

[, + <'+*>*]■ 

oder zufolge von No. (9) für k = la 

(1 1 ) = a} [cos (u la) -f i sin (u la)] 

Vermöge dieser Definition wird man sich auf ähnliche Weise wie vorhin 

sehr leicht überzeugen , dafs die Eigenschaften 

a* . a* = a*+*' und (a*) h = ö»* 
auch für compiexe z ihre Geltung behalten. 

§. 57. 

Anwendungen der vorigen Satze. 

Bezeichnen wir zur Abkürzung e ui mit p und er™ mit q, so ist 

(1) p =z cosu-\- isin u, q = cosu — i sin u 
oder auch durch Addition und Subtraktion 

(2) 2 cos u = p -f- q , sinu z=. p — 
Ferner ist nach No. (1) 

(3) pq = cos* u -f- «>i* u = I 
und 

(4) jpP -f- ^ == 2 cos fiü , — q* 1 = 'Li sin fi«. 

Mit diesen Gleichungen läfst sich auf folgende Weise operiren. 

I. Durch Polenzirung der Gleichung 2 cos u = p-\- q ergiebt sich, 
wenn n eine beliebige ganze positive Zahl bezeichnet: 

(2cosu)* % = (2n) 0 p^+(2n) l p in - t q-^(2n) 2 p^q v - 
Die Gliederanzahl rechter Hand ist 2« + i und das mittelste Glied 

aufserdem kommt jeder Binomialcoeffizient zweimal vor, weil (2») n = 
(2ft) ft , (2n), = (2»), n .i u. s. f.; vereinigen wir nun die von Anfang 
und Ende gleich weit entfernten Glieder, so ist auch 

cos «)■• = (2a) ft (jp- + f •■) + (2«), (,•— + f ) (pq) 

+ (».«). (^ tt - 4 + ^*~ 4 ) (w) a + 

+ (2*)_, (/>' + f) (W)"" 1 + (*•)• 0*)* 
Unter Rücksicht auf die Gleichungen (3) und (4) ergiebt sich durch nach- 
herige Division mit 2 
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(5) 2» Ä - 1 cos** u 

= (2«) 0 co* 2a m -f" ( 2ä )i co * ( 2w — 2) « -J- (2/t) 4 co* (2m — 4) « 

i 

+ • • + C 2 »)—. <™ 2m -f - (2») w . 

Auf ganz gleiche Weise läfst sich ein ähnliches Resultat ableiten, indem 
man die Gleichung 2cosu~p -\-q auf die (2» -|- l)te Potenz erhebt. 
Die Gliederanzahl rechter Hand ist dann 2n-f-2, jedes Glied kommt 
zweimal vor und man 6ndet so: 

(6) 2* n cos %%¥x u — 

(2»-fl ) 0 cos (2/i-fl ) u + (2/1+1 ) x co*(2»— i)u-\- (2/i+ 1 ) a cos (2/t— 3) u + . . 

...-{- (2« + co* 3 m ~j- (2/i -|- 1) Ä co* m. 
So hat man z. B. nach den Formeln (5) und (6) 

2 1 co** m = co* 2« -|- 1 

2 2 co* 8 m = co* 3m -f- 3 co* « 

2* co* 4 m = co* 4 m -\- 4 co* 2 « -f- 3 
2* co* 6 m = co* 5 u -|- & co* 3 m -|- 10 cos u 
2 6 co*« m = co* 6« -|- 6 co* 4« ~f- 15 coj 2« -|- 10 

U. 8. w. 

II. Die Gleichung 2isinu =p — y gestattet eine völlig ähnliche 
Behandlung, indem man auf die Formeln (3) und (4), wie vorhin, Kück- 
sicht nimmt und i* Ä = (— 1) Ä , i aw+1 = (-— l)*i setzt. Durck Erhe- 
bung auf die Polenz 2« findet man so: 

(7) (— 1)* sin %% u 

= (2/i) 0 co* 2» « — (2»)i co* (2 n — 2) u -f- (2m) 2 co* (2« — 4) n — . . . 
... + (— I)"- 1 (2«)^, cos2u + (— 1) Ä i (2«)» 

und durch Erhebung auf die (2»-f" *) le Potenz: 

(8) (— 1) Ä 2* n «V 2Ä+1 m = 

(2/i-J-l ) 0 sin (2ä+ 1 ) m — (2/i+ 1 ) l sin (2» — 1 ) u + (2/i+ 1 ), sin (2n — 3) u — . . . 
... + (— I)*" 1 (2/i -f *//i 3m + (— l) w (2» + 1) B *i/i m. 

Nach diesen Formeln ist z. B. für n = 1 , 2 , 3 

— 2 1 *?/i* m = co* 2m — 4 

— 2* *wt 8 m = *ia 3 m — 3 *i/i m 

+ 2 8 *i»* « = co* 4m — 4 co* 2 u -\- 3 

-|- 2 4 sin 6 u s= sinbu — 5 sin 3m -f- 10 sin u 

— 2 6 sin 6 u == cos 6 u — 6 cos 4 w -|- 15 co*2m — 10 

— 2« *üi 7 m = sin Tu — 1 sinbu -\- 21 «m 3h — 35 *i» u 

u. s. w. 
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Die complexen Logarithmen. 

Nach der gewöhnlichen De6nition des Logarithmus heifst z der Loga- 
ritbme von Z, wenn die Gleichung 

c« = Z 

statt findet; behalten wir diese Definition für coraplexe Variabele bei, 
so ist 

(1) ^ / + 'log (x + yi) 
wenn umgekehrt die Beziehung gilt: 

(2) fl t+iM ' = x + yi 

Aus dieser Definition des Logarithmus einer complexen Zahl gebt unmit- 
telbar hervor, dafs alle Eigenschaften der Logarithmen bei complexen 
Zahlen ebenso wie bei reellen Zahlen gellen; so bat man z.B. 

(3) / + = yi) 
wenn 

(4) a«H*< = *' + yi 
Durch Addition der Gleichungen (1) und (3) ist aber 

<*+/)+<« + u ) i = Hog (x + yi) + Hog (x + yi) 
ferner durch Multiplikation der Gleichungen (2) und (4) 

fl «+0 + («+«')« . = (x + yi) (x+yi) 

mithin 

( t + + ( U + w ') / = •hg [(x + yi ) (*' + yi)) 

nnd wenn man diefs mit dem Vorhergehenden zusammenhält, so erkennt 
man leicht, dafs die in der Gleichung logz + logz' = log (zz) ausge- 
sprochene Eigenschaft des Logarithmus auch für die complexen Variabelen 
z = x + yi und z = x + yi ihre Gültigkeit behält. Auf ganz gleiche 
Weise würde man sich von dem Bestehen der übrigen Eigenschaften des 
Logarithmus überzeugen. 

Diese Bemerkung ist defswegen von Vortheil, weil sie uns der Mühe 
überhebt, Logarithmen künstlicher Systeme zu betrachten, indem nun auch 
bei complexen Zahlen die Regel gilt: 

(5) *log(x + yi) = M a . l(x + yi). 

Um nun weiter l(x + yi) zu untersuchen, ist es nur nothig, den reellen 
Theil x als eine positive Gräfte zu betrachten; denn mau hat 

x + yi = (+ 1) (x + yi) 

— x + yi = (— 1) <* — yi) 
folglich nach der früheren Bemerkung über die Gültigkeit der Formel 
logz + log z = log (zz) 
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(«) /(* + yi ) = /(+ 1) + l(x + yi ) 

(7) /(— x 4- yi) = /(— 1) -f l(x — yi) 

und man erkennt hieraus, dafs es auf drei Dinge ankommt, auf 1), 
auf /(— 1) und auf /(ar + yi), wo x jederzeit positiv ist. 

4 I 

Man hat nun, wenn n eine ganze positive Zahl bezeichnet, 
f ±2n*i __ cos2n n ± isin Inn = + 1 
mithin umgekehrt zufolge der Definition des Logarithmus 

(8) /(-f- 1) = + 2/i 

d. h. der Logarithmus der positiven Einheit besitzt unendlich viele Wer- 
the, unter denen sich nur ein reeller befindet, nämlich /(-f- 1) = 0, der 
dem Falle n — 0 entspricht. 

Was zweitens /( — 1) anbelangt, so ist 

e ±{2n+l)*i cos {2n \)n + isin \) 11 = — I 

mithin umgekehrt 

(•) /<— 1) = +<2»-fi)*t 

d. h. der Logarithmus der negativen Einheit besitzt unendlich viele Wer- 
the, von denen keiner reell ist. 

Um noch den natürlichen Logarithmus von x + yi zu finden , braucht 



x + yi = q {cos » + isin 0) 
zu setzen, es wird dann 

l(x + yi) = /o -J- /(cos 0 + isin S) 
= lQ + K<r") = lo± vi 
oder wenn sUtt q sein Werth V x * + y* und sUtt e gesetzt wird 

Ar et an so ist 

x* 

(10) /(x + yi) = A /(x« + y*) + i ^reta* £ 

Aus den Gleichungen (6) und (7) wird nun vermöge der Formeln (8), 
(9) und (10) 

(11) /(x -f yi) = i /(x* + y») + i Arctan ^ + 2« an 

(12) /(— x -f yi) = i /(x» + y») — i ^cto« * + (2» -f 1) ni 

2 X 

Die erste Formel giebt für 8 = 0, d. h. wenn man von den unendlich 
vielen Werthen des /(+!) nur den reellen Werth Null 

(13) /(x + yi) = 1 /(x« + y*) -f i Arctan y ~ 

z x 



si x als positiv vorausgesetzt wird. Spezieller hat man für x = 1, 
y = z und y = — - z 



mit oonipicxpn Variabelen. t2Ql 
l(i -|- zi) = 1 /(l -f **) + i Arctan % 

s 

l(\ — ») = i /(l -f - *») — i Arctan z 

Folglich durch Subtraktion und Division mit 2 t 

(14) /(^i^l = Arctan z 

Diefs bestätigt sich auch durch die Reihe, welche für Arctan z früher ent- 
wickelt wurde; setzt man nämlich in der Formel 

zi für u und dividirt mit 2t beiderseits, so erhält man rechter Hand die 
Reihe für Arctan z. 



€ a p i t e 1 XV. 

Die goniometrischen und cyklometrischen Funk- 
tionen mit coraplexen Variabelen. 

§. 59. 

Die goniometrischen Funktionen. 

Wir können allgemein für jedes x die Gleichungen 
0) «w* = L 

(2) x = — 

als Definitionen von cos x und sin x ansehen , weil sie uns zu den näm- 
lichen Reihen verhelfen, welche wir aus der gouiometrischen Bedeutung 
jener Funktionen abgeleitet haben. Demnach ist, wenn man xi für .r setzt, 

e -* -f. e* 4- er* 

(3) cos (xi) = —T = _^H 

e~ x — e+* e* — e~* 

(4) sin (xi) = - 



2* 2 

und diefs bewährt sich auch , sobald man in den Reihen für den Cosinus 
und Sinus xi an die Stelle von x setzt und sie dann mit den Reihen ver- 
gleicht, die man erhält, wenn man die für e* und er* in (3) und (4) an- 
gedeuteten Operationen mit den gleichgeltenden Reihen vornimmt. 
Ebenso erhält man allgemeiner aus (1) und (2) 
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cos 



(a + ß,) = 3_ = 3_ 



«(«+ W < _ e -(«+ W ' e«*-/ 9 — «-«<+<* 
«» (. + *> = — = — 

Nun ist aber 

e? 4- e-ß e ai + _ — _ e -~ai 

2 2 2 2i 1 

~ 2 

wovon man sich durch gewöhnliche Multiplikation leiclit überzeugen kann; 
Folglich haben wir auch 

cos (« + ßi) 

_ eß + e-ß + «—* _ eß — e~ß e* — g ~<* . 
" 2 2 2 * 2i ' ' 

d. i. nach (1) nnd (2) für x = a 

e ß _i e — ß gß £ — 0 

(5) *w (a -f" |Si ) = — eos « — i sin «. 

Ahnlich hat man: 



= — Ii 27 + " i~ 2 ' 

folglich ist anch 

sin (« + 00 

= -2" 2— + — ' 2 ' 

oder 

• , i fl -v eß 4-e~ß . ' .eß — e~-ß 

(6) 5iA (a -f- pi) = ~- stn et -f- i et« a. 

2 2 

Benutzt man die Gleichungen (3) und (4) für z = ß, so ist auch 
cos (et -|- ßi) = cos (ßi) cos et — sin (ßi) sin o 
sin (a -f- ßi) == eo* (ßi) sin et r|- «« c<w « 
woraus man sieht, dafs die Formeln 

cos (x -|- y) = co* y cos x — sin y sin x 
sin (x -4- y) = co$ y sin x -|~ «Vi y cos x 
auch dann noch gelten, wenn man complexe Binome für x-f-y setzt. 
Da diese Formeln die Quelle aller Relationen unter den goniometri- 
schen Funktionen sind, so folgt jetzt, dafs alle goniometrischen Formeln 
auch für imaginäre Werthe der Veränderlichen gebraucht werden können, 
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wenn man statt cos (ari) und sm(xi) die Ausdrücke in (3) und (4) substi- 
luirt. So erhält man z. B. aus der Formel 

sin x 

tan x — 

COS X 

wenn man statt x die complexe Zahl « -|- ßi setzt, 

, . a . s (eß + e—ß) sin a + i (eß — e~ß) cos et 

(7) tan (et + ßi) = K A [ _J ^ R { 

1 (eß -f- e—V) cos « — i(eß — «— 0) sin a 

Auch zusammengesetztere Funktionen lassen sich jetzt reduziren. So 

kann man z. B. 

/ *fr (ii + w) _ 

reduziren, wenn man in Formel (13) des vorigen Paragraphen 

2 

setzt, woraus man findet 



j: = sin u , y = cos u 



_ . _ e*» 4- e -2 " ™* 2 m 
i-a _L — « 

y '€° — e~ v 

folglich 

(8) / sin (u -f- vi) 

= 5 '1 4 2~J + 1 Amm COtU ) 

und auf ähnliche Weise würde man auch lcos(n + vi), ltan(n -f vi) etc. 
reduziren können. 

§. 60. 

Die cyldoraetrbchen Funktionen. 

Da wir gesehen haben, dafs der Sinus und Cosinus eines complexen 
Bogens Gröfsen von der Form A -\- Bi sind , so können wir auch umge- 
kehrt fragen, unler welcher Form ein Bogen erscheinen wird, dessen Si- 
nus oder Cosinus unter der genannten Form gegeben ist. 

I. Sei zuerst a-\-ßi der Sinus eines unbekannten Bogens u -f- vi, 
so haben wir 

(1) Aresin (a -J- ßi) = u vi 

oder 

a -|- ßi = sin (u -\- vi) 

d. i. 

et -|- ßi 

# 4- «-» . . ... e° — c- 9 

= — t w -f- i — - «» u. 
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Vergleichen wir hier die reellen und imaginären Theile beiderseits, so 
erhalten wir zwei Gleichungeu, aus denen wir u und v zu hestimmen 
haben. Diefs geschieht auf folgende Weise. Es folgt aus der genannten 
Vergleichung 

e* -f e~* _ _u_ — _ ß 
2 sinu' 2 cos u 

und hieraus durch Addition und Subtraktion 

(2) * = JL + JL, ^ = JL L. 

sin u * cos u sin u cos u 

und durch Multiplikation beider Gleichungen: 

, _ «* • ß* 

sin* u cos 2 u 

oder 

(3) sin 2 u cos* u = a* cos* u — ß 2 sin 2 u 

woraus sich u finden läfst. Setzt man i — sin* u für cos*u, so er- 
giebt sich 

sin* u — (1 -|- a* -\- ß 2 ) sin* u = — a 2 

folglich 

sin 2 u = + + * V(T+ a«-f /5«)» — 4«* 

Hier läfst sich aber das Vorzeichen nicht unmittelbar bestimmen; wir 
schlagen daher folgenden Weg ein. Setzt man in (3) 4 — cos 2 ü für 
sin* %i y so findet sich 

cos* u — (1 — et* — ß*) cos* u = ß* 

und folglich 

cos* u = i—a* — ß* 

2 2 

Hier läfst sich das Vorzeichen durch die einfache Bemerkung bestimmen, 
dafs cos* u eine positive Gröfse sein mufs. Wir dürfen defshalb nur das 
obere Zeichen nehmen, weil wir sonst das Gröfsere vom Kleineren abzie- 
hen, mithin cos* u negativ erhalten würden. Es ist also 

(4) cos* u == i[t —ct 2 — ß 2 -f V(\— «*_ ß*)* + tß*l 
Hieraus folgt 

sin*u = | [i +a* + ß* - V<1 - «• - 0«) + 4 
oder weil 

(1 — a« — -f- Aß* = (1 + «» + ß*)* — 4«» 

ist, 

(5) sin* u = ^ [l -f a* -f 0* — V^(l -f «* + ß*)* — 4««] 
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so dafs also in dem früheren Ausdrucke von sin* u das untere Zeichen zu 
nehmen ist. Es wird jetzt 

(6) sin u = r;-l/l + «* + ß* — + «» + — 4«« 

(7) co*« = ]/l _ -f. — «»_ 0*)* -f 4/3^ 

Ausdrücke, die wir mit .4 und £ bezeichnen wollen. Wir haben nun aus 
sinu = A, u =x Aresin A-\-2kn, wo k jede ganze positive Zahl be- 
deuten kann , womit der Werth von u gefunden ist. Um noch den von v 
zu bestimmen , halten wir uns an die Gleichung (2) , aus welcher folgt 

\sm u ' cos u) \4 * B) 

Mithin haben wir jetzt 

(8) Aresin -(« + /&') '= 2kn + ArcsS* A + + i 

worin für A und £ die Ausdrücke in (6) und (7) zu setzen sind. Wir 
haben aber früher, unter Aresin x immer den kleinsten aller zum Sinus x 
gehörigen Bogen verstanden, d.h. vorausgesetzt, dafs für a: = 0 auch 
Arcsinx =» 0 werde ; wollen wir dieser Bezeichnungsweise für x = a-\- ßi 
treu bleiben, so müssen wir k = 0 nehmen und erhalten 

(9) Aresin (a -f ßi) = Aresin A + /Q-f |j i. 

II. Es sei ferner in der Gleichung 

(10) Arccos (a-\-ßi) = u + vi 

die Abhängigkeit des u and u von a und /J aufzusuchen. Es folgt ans der 
obigen Gleichung 

4. er * . — e-* . 

= x — cos u — 1 - — sin u 

2 2 

woraus sich durch Vergleichung der reellen und imaginären Theilc die 

Gleichungen 

2 cos u ' 2 «» u 

ergeben, die man durch Addition und Subtraktion combinirt; es giebt diefs 

(11) = — :— , <r~» = — + 



co* u sm u cosu sin u 

und durch Multiplikation 

«» ß* 



1 = 



cos' 1 11 sin* u 



oder 

Scklömikh Analyaii I. «weite Aufl. j 5 
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«»♦ U — (1 — «» 0«) SS 0* 

Hieraus erhält man , unter der Bemerkung , dufs sin* u immer positiv Iai, 

™ % u = -+ —-iL -f. - V(\ — 0»)» -J. 4 0» 

und weil 

(1 — «» — 0*)» + 40» .sä (1 + «* -f 0*)* — 4«* 

18t, 

co*» Ii ac - ^" "* ^ ^ — i V{\ + «* + 0*) a — 4«* 
Es folgt nun 

eo5i/ = -UV* + «* + 0 2 — ^(1 + «* + 0 2 ) a — 4a* 
K 2 

*»« = p 4. V(T- «» — 0»>» + 40* 

d. i. cosn t= -4, sinn = wobei -4 und B die nämliche Bedeutung 
wie früher haben. Es ist nun u = Arccos A -\- 2 Ä» und nach (11) 

\oos m sinuj \A B ) 

folglich nach (10) 

^rcco* (« -f- 0i) = 2Ar* + ^rcoo* A -f 1/^ — -0 

oder wenn wir unter Aröcos (a -f- ßi) den kleinsten aller zugehörigen Bo- 
gen verstehen, 

(12) Arccos (a -J- 0/) =' Arccos A -f- i l — ^ 

III. Wir wolleu uns nun mit einigen speziellen Fällen der gefunde- 
nen Formeln (9) und (12) beschäftigen. 
Für 0 = 0 wird in (9) 

A =s= ~= ]/l +«* — V(i— ««)* 

Ist hier « 1 , so hat man V(i — <**)* = 1 — «* zu setzen, un4 in 
diesem Falle wird A = a ; ist aber a >• 1 , so mufs 

V(\ — u*)* =2 — 1)« = «4 — 1 

genommen weiden und dann wird .4=1. Ferner wird im ersten Falle 

B=Vi — a a , folglich -^=0, im zweiten aber 22 = 0, folglich 

= jj. Um hier den wahren Werth zu erfahren , gehen wir folgenden 

Weg. Es ist 

0» 20* 

B* — V{\ _ «* — 0«)» -f 4 0* + 1 — a* — 0* 
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folglich, wenn man Zähler und Nenner mit 

multiplizirt und bemerkt, dafs immer (V p -J- q) (Vp — q) — p — q% ist y 
ß* V(\ — q» — ß*)* + 4 g (1 ^- «» — )>•) 

folglich für ß = 0, weil «> 1 ist, 

£| _ «3 — 1 — (1 — «») 

und 



ä — 

4 

Wir haben also nach allem Bisherigen für « < 1 und ß = 0 



und für a 



a B 



Für « < 4 rednzirt sich daher die Gleichung (9) auf die Identität Aresin « 
= ^rc*t««; für i dagegen wird 

Aresin et = Aresin 1 i l(a -\- V a* — f) 

oder 

(13) ^sw « = | + f !(« -f- V~^—i) 

Diefs Resultat darf nicht befremden, wenn man bemerkt, dafs alle Sinus 
ächte Brüche sind, dafs also einem Sinus > t kein reeller Kreisbogen 
entsprechen kann. 

Aus der Gleichung (42), erhält man für ß = 0, unter der Voraus- 
Setzung 

(14) Arccos « == il(a — V«* — \) 
Durch Addition von (43) und (14) ergiebt sich noch 

(15) Aresin a -\- Arccos a = ? 

so dafs also die Relation Aresin x -f~ Arccos x = - auch für x 1 gilt. 
Nimmt man « = 0 in Formel (9) , so wird B = 1 , A = 0, mithin 

- 

et 0 

der Ausdruck -, = -. Seinen Werth erfährt man auf folgende Weise. 
A 0 

Es ist 

^™ i + a * + ß*-vi\^W-^ 

15* 
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Multiplizirt man Zähler und Nenner mit 

i 4 «» 4 ßt + V^(l-f-a* + /5*)»— 4«* 

so wind 

ft * I 4 g * -f g« 4 V(l + «• -f- ff»)* — 4c» 

folglich für « = 0 

f£ = 1 + p und £ = 
Ks ist also , weil /* = 1 , A = 0 war, 

de) -ä«w w = i- /(^r+i* 4. $ 

oder 

(17) j-^ = /(V 1 4 /J* 4 

wobei das Imaginäre links nur scheinbar isl. Setzt man auch in Formel 
(12) « = 0, so wird 

(18) Areeos(ßi) = \ + « ^iTF-ft 

und ' ' 

(19) ■ fj _ Arccos (0i)J i = /(VTfpS - ft 

Addirt man die Gleichungen (16) und (18), so findet sich 

(20) Aresin (J?i ) 4 ^ (00 = ^ 

d.h. die Relation Aresin x 4 Arccos x = | gilt anch fnr imaginäre 
Sinns. 

■ r 

Setzt mau in Fprmel (13) « = V'l 4 /S«, so wird 
Aresin VT+p = 1 + il(Yr+ßi + ß) 

■ 

und mit Hülfe der Gleichung (16) 

(21) Aresin Vi-^ß 2, = - 4 Aresin (ßi) 

Diese Formel entspricht ganz einer schon bekannten. Für y = 1 geht 
nämlich die Relation 

Aresin (*Yt— y* + 0 ^1 — **) = ^r«t» y + ^rww ar 

in 

Aresin V\ — x* = - 4~ Aresin x 

über. Die Gleichung (21) zeigt, dafs dieselbe auch für imaginäre x gilt; 
denn wenn man x = jJt setzt, so erhält man dieselbe ans der vorstehenden. 

• ■ 
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C a p i t e 1 XVI. 

Die complexen Reihen. 

§. 61. 

Grundbegriffe. 

Auf gleiche Weise, wie wir den Begriff der Funktion in so lern er- 
weitert haben , als wir uns nicht mehr auf reelle Variabele beschränken, 
ist auch der Begriff der Reihe einer Erweiterung fähig, indem an die 
Stelle der früheren reellen Reihe 

«O + »1 + »* + W 3 + ' * 

eine Reihe complexer Zahlen gesetzt werden kanu. Ist diese complexe 
Reibe eine endliche: 

< v o + "V) + ( v i + w i*> + < w « + «V) + * • * + + «'•-i 1 ') 
so bat die Betrachtung derselben keine Schwierigkeit, da die endliche 
Reihe als Summe einer endlichen Anzahl Summanden erscheint und deoi- 
gemäfs auch unter der Form 

v o+ v i+ v t + • + *'*-. 

+ K + w i + «'■ + ••■ + «'«.-•) *' 

dargestellt werden kann. Geht aber die Reihe ins Unendliche fort, so 
entsteht, wie früher, die Frage nach ihrer Convergcnz oder Divergenz, 
wobei es jedoch vorher einer Verständigung darüber bedarf, was Conver- 
genz oder Divergenz einer complexen Reihe heifsen soll. Hierüber zu 
entscheiden, ist nicht schwer, wenn man sich erinnert, dafs nur couver- 
gente reelle Reihen einer bestimmten reellen Zahl gleich gesetzt werden 
dürfen, welche letztere dann die Summe der Reihe ist; behalten wir diese 
Definition ungeändert bei , so beifsl die complexe Reihe 

( v o + "V) + 0>i + M 'iO + < v t + «V) + • • • 
convergent, wenn sich eine bestimmte complexc Zahl F-f- Wi linden 
läfst, welcher die obige Reihe gleichgesetzt werden darf; daraus würde 
aber folgen 

+ v i + + v * + • • = r 
1tf o + »'i + w* + «'s + • • = W 
und hier müssen nun die einzelnen reellen Reiben convergiren, weil sie 
aufserdem keine bestimmten Summen V und W haben würden. Man 
kann demnach die Definition der Convergetiz einer complexen Reihe auch 
folgendermaßen ausdrücken : 
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Die complexe unendliche Reibe 

(v 0 -|- w 0 i) -f- (v t -\- w x i) -f- (v t -|- w % i) + • • • 
heifst convergent, Wenn die reellen Reiben 

v o + v i + H + v 3 + 

W 0 + W X + W 2 + W * + 

gleichzeitig convergiren, divergent dagegen, sobald die eine oder 
andere der genannten reellen Reihen divergirt oder beide divergiren. 
Dieser Definition zufolge reduzirt sich die Untersuchung der Convergenz 
oder Divergenz uuendlicher complexer Reihen auf die Prüfung zweier 
reellen Reihen und kann demnach unter Zuziehung von Cap. VII. jeder- 
zeit durchgeführt werden. Setzen wir z.B. voraus, es sei eiue reelle 
Reihe von der Form 

(1) A 0 -\- A x z + A % z* -f- -A % %* \ . . . 

dadurch in eine colnplexe Reihe übergegangen, dafs z {cos * + t sin 6) an 

die Stelle von z getreten ist, so hat man die complexe Refhe? 

(«) A 0 -f- A x s\cos 6 -f- (sin 9) -f- A 2 z* (cm*6 + i «>i2«) 

A z z* t<!ös 36 -f- i sin St) -|~ . . » 

und als wette Reiben daraus 

A 0 -f- A x zcos* -\- A % z*cos*$ + *4 3 3 3 <»*36~f ... 
A x z sin 6 -j- A^z* sin 2« -|- A z z* sin 36 -|- . . . 
die letzleren convergiren nun, wie sehr leicht fcu sehen, jedesmal, wenn 
diefs mit der Reihe (1) der Fall ist, und mau kann daher sagen: die com- 
plexe Reihe (2) convergirt immer unter denselben Bedingungen, unter 
welchen die reelle Reihe (i) convergent bleibt. So z. B. convergirt die 
reelle Reihe 

für i^z^ — 1; dasselbe gilt auch von der complexe« Reihe 

1 1 

(3) - z (cos 6 -f- i s/n 6) r« 1 (cos 2 6 -|~ i sin 2 6) 

\ 

-J- - z* {oos 56 -f- i sin 36) -|- . . . 

für % — l divergirt die obige Keine ; die complexe Reihe bedarf dann ei- 
ner besonderen Untersuchung, und zwar findet man aus §. 33. IT., dafs 
sie noch convergirt, wenn 6 kein gerades Vielfaches von n ausmacht; für 
z> 1 oder z — 1 divergirt die reelle Reihe und ebenso die complexe. 
Mit «diesen einfachen Bemerkungen ist für alle Fälle die Entscheidung 
gegeben. 

Was ferner die Rechnungen mit unendlichen complexe» Reiben be- 
trifft, so wird man sich leicht überzeugen, dafs sie ganz denselben Regeln 
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unterliegen wie die Behandlung der redien Reihen , und zwar folgt diels 

aus der Bemerkung, dafs jede complexe Reihe als Complex zweier reellen 
Reihen angesehen werden darf. Man kann demnach zu jedem der in 
§.34. entwickelten Sätze ein Correlat aufstellen, welches die Erweite- 
rung desselben auf complexe Reiben ausspricht. So z. B. wird unter der 
dort gemachten Determination das Produkt der eonvergenten reellen Reihen 



(4) j 



a 0 -|- a x z -\- a % z* -f- a^z* -{-••• 
*o + b \* + b 2* 2 + + • • • 



durch die convergente Reihe 

W «0*0 + («0*1 + «|*0> 3 + <«oK +«1*1 + «2*0> **+... 

dargestellt; betrachtet man statt dessen die complexen Reihen 

/ a i} -\- a x z (cos 0 -|- isin 0) -|- a t z* (cos 20 -{- i sin 20) -f- . . . 

' *o + b \* ( co * e + isi * d > + i €a * 20 + **** *•) + ..• 
welche convergiren, wenn hier z denselben Bedingungen wie in No. (4) 

genügt , so enthält das Produkt , nach Potenzen von z geordnet , die näm- 
lichen Partialprodukte a 0 b 0 * a o b l0 a t b 0 etc. wie No. (5), aber auCser- 
dem noch mjt goniometrischen Faktoreu behaftet. Zerlegt man das Pro- 
dukt in seinen reellen und imaginären TbeU, so findet man zwei Reiben, 
welche rascher als die Reihe (5) convergiren , weil ihre einzelnen Glieder 
kleiner als die entsprechenden Glieder der Reihe (5) sind; es convergirt 
also auch die complexe Reihe, welche das Produkt der complexen Reihen 
in (6) darstellt. Ahnliche Schlüsse gelten für alle solehe Erweiterungen 
der in §. 34. enthaltenen Theoreme. 

Sowie nun früher Suminirungen reeller Reihen vorgenommen wur- 
den, so können jetzt auch complexe Reihen summirt werden, indem man 
sie analogen Betrachtungen wie jene unterwirft. Um diefs zunächst an 
einem ganz eiu fachen Beispiele zu zeigen , erinnern wir an die Summen- 
formel der geometrischen Progression: 

(7) 1 + x -\- x* -f x» ~\- x* -(- . . . -f x—' 

i - *" 

i — X 

die man auch als das Ergebnifs einer ausgeführten Division ansehen könnte. 
Da nun, den Lehren des §.51. zufolge, die Grundoperationen bei com- 
plexen Zahlen dieselben wie bei reellen Zahlen sind, so mufs die obige 
Formel auch für ein complexes x, etwa 

x =z z (cos 0 -J- i sin 6) 
richtig bleiben ; man erhält durch diese Substitution 

(8) 1 -f « (cos 0 -|~ itin ö ) + ** ( cos 2d "h 1 sin 2Ö ) + • • • 

. . . + z*~ l (cos n— 1 0 4-iim n — \ 0) 
1 — z « (cos »0 i sinnt) 
1 — z cos 0 — izsinü 
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MultipUzirt man Zähler und Nenner des rechter Hand stehenden Aus- 
drucks mit 

1 — z cos 6 -|- iz sin 0 

und vereinigt soviel als möglich , so geht derselbe in den folgenden über: 

1 — x cos 0 — z* cos n 0 — |- * n+l cos (n — 1) 0 
1 — 2z cos ^ -f" z* 

. zsinQ — z* sinnt -+ V* 1 sin(n — \)0 
■ 1 1 — 2* «m ? • + 

Aus der Vergleichung der reellen und imaginären Partie des vorliegenden 
Ausdruckes mit den reellen und imaginären Theilen der Reihe in (8) {He- 
lsen jetzt unmittelbar folgende Reiheuformeü) : 

(9) 1 z cos 0 -|- * cos 2 0 -|- z ' cos 3 0 -|- . . . -|- V" 1 «m (*— 1) 6 

1 — zcos* — z n cos n 0 -|- cos(n — 1)6 
1 — 2z cos 6 + 

(10) *«»0 + *««>i20-f ***ji3«+ + *— 1 — 1)$ 

s e — z n sinn* + z** 1 sin (n — 1) 0 
1 — 2zcos$ -\- z % 

von deren Richtigkeit man sich auch umgekehrt überzeugen kann, indem 
man beiderseits mit 1 — 2z cos 0 -f- z* multiplizirt und linker Hand jedes 
doppelte Produkt zweier goniometrischen Funktionen in eine Summe zweier 
Cosinus oder Sinus zerlegt. 

Nehmen wir z als ächten Bruch, lassen die Gliederzahl n ins Unend- 
liche wachsen und beachten, dafs z" unter der obigen Voraussetzung die 
Null zur Gränze hat, so gehen die Formeln (8), (9) und (10) in die fol- 
genden über: 

(11) 1 + z (cos 0 -f i sin 0) + *» (cos 20 -f i sin 20) -f . . . 

1 1 • — z cos 0 -f- iz sin 8 

1 — z (cos 0 -J- i sin 0) 1 — 2z cos 0 -f- * a 

(12) 1 -f- * co* 0 + 5 a c<w 2 0 -|- * 8 co$ 3 0 -f- tf 4 coä 4 0 -f- . . . 

1 — ^ ro.9 0 
~~ 1 — 2z cos Q -f- z* 

(13) * «» 0 + * a 20 + s 3 «m 30 + z* sin 40 + . . . 

z sin 0 
1 — 2z cos 0 -j- z 

wobei allen drei Formeln die Bedingung 

1 > * > — 1 

gemeinschaftlich zukommt. 



2 
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■ 

§.62. 

Die Binomialreihe mit coinplexer Veränderlichen. 

Die Rechnungsoperationen , welche wir früher vorgenommen haben, 
um die Summe der Reihe 

^ 1 ■ 1.2 ^ 1.2.3 ~ 

(1) oder 

1 -f ft x x + ;i a a: 2 + fi 8 x 3 -f . . . 
zu finden, sind ganz gleichförmig auf die Reihe ■ 

(2) 1 -f- fiyZ (cos 0 -|- isin Q) -\- p 2 z* (cos f 20 -|- i sin 20) -|- . . . 
anwendbar, welche als couvcrgent anzusehen ist, wenn z hier die Be- 
dinguug erfüllt, welcher x in (1) unterworfen war, wenn also -f- 1 z 
p> — 1 ist. 

Jene Rechnungsoperationen bezogen sich nämlich blos auf fi und wa- 
ren von der Frage, ob x reell oder imaginär sei, ganz unabhängig. Da 
uun die GröTse ft in der Reihe (2) auf ganz die nämliche Weise vorkommt, 
wie in (l), so können wir auch hier die Summe der Reihe mit f((i) be- 
zeichnen und finden durch die nach dem vorigen Paragraphen erlaubte 
Multiplikation zweier Reihen, welche dadurch aus (2) entstehen, dafs man 
einmal a und dann ß für ft setzt, ganz wie früher die Gleichung 

fiu) f(ß) /(« -f ß) 
Da nun hier a, ß reelle Gröfsen sind, also die Funktion /"(fi) wenigstens 
in Beziehung auf ft reell ist, so haben wir 

Der Werth von /'(l) wird aus (2) dadurch bestimmt, dafs man ft = 1 
nimmt, wodurch sich 

f(i) = 1 -|- v cos 0 -|— ir sin 0 
findet. Wir haben folglich , vermöge der Bedeutung von /"(ft) , für -f- 1 
>z> — 1 

(3) (1 + z cos 0 + iz sin 0)^ 

= * + f*i* ( cos ö 4~ 9 ) ~f" fV* ( co * 2 0 i «» 20) -|- . . . 

Wollen wir eine Vergleichuug der reellen und imaginären Theile 
beiderseits vornehmen, so müssen wir erst die Gröfse 1 + s cos 0 -|- 
iz st» 0 auf die Form 9 (cos £ -|- z sin £) bringen , damit dann 

(4) (1 + * cos 0 -|- iz sin O)'* = ^ (cos p£ -f- isin ft£) 

werde, wo es nun leicht ist, den reellen und imaginären Theil heraus zu 
nehmen. Aus 

1 -f- z cos 0 -|- iz sin 0 = 0 cos £ -|~ t 

folgt aber 
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1 -|- z cos 9 == q cos £ , a sin Q = q sin £ 
und hieraus durch beiderseitige Quadrirung und Addition 

i -\- 2z cos 9 -f- ** = p* 

(5) p = (1 + 2s cos 9 -f 

Ferner ist durch Division mit der ersten Gleichung in die zweite 

i + zcos* ~~ & 

folglich 

(6) t — Arctan — t + 2 kn 

' i -f- z cos 9 — 

wo k jede beliebige ganze Zahl bedeuten kann. Für diesen Werth ist 
nun nach (4) und (3) 

(7) (1 + 2z cos 9 + * (cos ft£ -f isin fij) 

= 1 -f * x * {cos 9 -f i sinß) -f n^z* (cos 20 + i sin 29) -f . . . 
Für 2 = 0 wird hier f = + 2for, folglich 

co* (2 fA^r) + i sin (2 fi^jr) = 1 
und diefs jnufs Zur jedes richtig bleiben. Das kann aber nur geschehen, 
wenn k = 0 ist, wodurch der Werth von £ sich vereinfacht. 
Für 

. • z sin ö 

(8) t = Arctan 

v ' 1 — J- z cos 6 

erhallen wir nun durch Vergleichuug der reellen und imaginären Theilc 
der Gleichung (7) 

(9) (1 -|- 2-5 cos 9 -|- **) ift coj p£ 

(10) (1 -f 2z cos 9 -|- * sin 

= fi rög 9 -J- *i» 2 9 -|- f* 3 * 8 39 -f- . . . 

» 

zwei Reihen, welche bei ganzen positiven ft abbrechen uud in diesem Falle 
für jedes beliebige z gelten , die aber für andere willkührliche /i nur so 
lange der linken Seite gleich gellen, als der absolute Werth von z ein 
ächter Brach ist« 

Dieselben enthalten mehrere Reihen, die wir zum Theil schon ken- 

. I * 

nen gelernt haben, als spezielle Fälle in sich. Für ein ganzes positives 
H=zm und f ur z = \ erhält man unter der Bemerkung, dafc hier 

2 «a/i - 0 cd* -j * 
2 

4 1 f 
= Arctan tan - 9 = - 9 
2 2 
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ist, die beiden Formeln: 

(11) (vcos^y cos^Q 

sä »o + m i ö + n <L cos 2 & -f* w * eo*Sf+... + m^cosmh 

= wi t *ia 8 -f- wi a sin 2 0 -|- »i, sin 3 0 -|- . . . -f- m m sin m 9 
Für ft= — 4 , also +1>2>-!, muls man beachten , dafs 



immer 



Are tan x = Jrccos , = Aresin 



mithin 

» ■ 

4 * 
co* Arctan x = — sa= , «a Are tan x 



ist. Man findet dann die Formeln (12) und (13) des vorigen Paragraphen. 

Nimmt man ferner 8 = ? , so wird £ = Arctan z und 

2 

(1 4" «» (f* ^to» *) = 1 — f**** + P 4 * 4 — f* e ** + • • 

(1 + **)^ ^ rät (f* Arctan x) = f* t * — p 3 ** -f- f* 6 * 4 — 

wobei 4" 1 7>z^ — 1 sein raufs. Beachtet man aber, da£s aas £ s= 
Ai^ctan % folgt 2 = to» f , folglich 

(1 + = (1 + /*a* = 

so erhält man 

COS XI C 

(13) — P = I — ^JBA* t -f ,* 4 /«A* J — U-« !■«*{ + • 

Gleichungen , welche für andere als ganze positive ft nur so lauge gelten, 

als tan £ ein ächter Bruch, mithin z zwischen den Gränzcn 4- - und 

4 

—.2 bleibt. 
4 

Die vorstehenden Formeln sind die fruchtbarsten für die ganze Theo- 
rie der goniometrischen Funktionen. Die zahlreichen Folgerungen , wel- 
che sich von ihnen machen lassen, werden wir später behandeln, wo wir 
sie von einer anderen Seite uer ansehen werden. 
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§. 63. 

Die Exponenzialreihe mit complexer Veränderlichen. 

Von den beiden Reiben (9) ünd (10), welche aus der Binomialfor- 
mel für eine complexe Veränderliche entspringen, können wir nun auf 
ähnliche Weise zur Exponenzialreihe ubergehen, wie diefs früher ge- 
schehen ist. 

Setzen wir nämlich ez an die Stelle von z und p = - , so wird 

f 

JL y 

(1) (1 + ZezcosI -|- e»**)*« cos- 

M I 1 AI 1 1 1 et A I (1— 2«) . 

= l+-^eo*0 + — **eo*2e-| j-j-g *»c«3e+ ... 

und 

(2) (i -f- 265 CO*e + €*Ä*)** 51«- 

= t * 6 + tt£** ™ 24 + ""ZI".!"* * 3 * 39 + • • • 



und diese Reihen gelten, 90 lange ez zwischen den Gränzen -f- i und — i , 

1 1 

also z zwischen - und liegt. Lassen wir jetzt s bis zur Gränze 

Null abnehmen, so bekommen wir auf der rechten Seite Reihen, welche 

I 1' 

ganz die in der Exponenzialreihe vorkommenden Coeffizienten 7 , - — -, 
- — - — - u. s. f. enthalten , welche aber zugleich nach Potenzen von z 

1 . £ . o 

und den Cosinus und Sinus der Vielfachen von 0 fortschreiten. Wir ha- 
ben nur uoch die Gränzwerthe zu bestimmen, welchen sich die buken 
Seiten jener Gleichungen nähern. Bezeichnen wir nun lez cos 9 -|- c a z* 
mit d, wo jetzt ö eine GröTse ist, die gleichzeitig mit e bis zur Gräuze 
Null abnimmt, so ist 

(i + 2» 0 + = (1 -f ö) 0 

also 

p 

Z,im (i -f- 2sz cos $ + « = /,<* -f 6) S J 

wo uun $ und e gleichzeitig bis zur Gränze Null zu vermindern sind; 
diefs giebt 

1 

(3) Um (1 -f Zezcos e -f- « 3= t* co * e . 

Ferner ist jetzt 
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ez sin 0 



(4) £ = Arctan 

1 -f- ex -cos 9 

folglich 

bz sin 0 



tan £ = 



1 -|- IX cos 0 



und durch beiderseitige Multiplikation mit 



W I — tont' .!-+ f*<wrO' 

Es erhellt aber aus (4), dafs £ eine GröTse ist, welche mit e gleichzeitig 
bis zur Gränze Null abnimmt. Man hat daher 

Lm - — - = Lim = i 

tan f sin £ 


folglich nach (5) 

(«) Zmw ^ = s «* e. 

■ < 

j ■ 

Gehen wir nun in den Gleichungen (1) und (2) zur Gränze für abneh- 
mende e über, so ergeben sich unter Benutzung der gefundenen Gränz- 
bestimmungen (3) uud (6) die folgenden Reihen: 

» 

(7) e* co '* cos (x sin t) \ '* 

(8) e zcoi% cos(zsint) 

= 7 s«i 0 + *m 20 -f- * «» 30 + . . . 
1 »'1.2 '1.2.3 1 

und diese gelten für alle z, welche zwischen Lim - und Lim , d. h. 

zwischen -|- oo und — oo liegen. 

9 

TG 

Nimmt man in den obigen Gleichuugen 0 == - , so kommt man auf 

die Reihen für den Cosinus und Sinus zurück. 

Man kann die Formeln (7) und (8) auch noch unter etwas anderer 

Gestalt darstellen , wenn man nämlich z cos 0 = y, z sin 0 = x setzt, 

x 1 
woraus 0 = Arctan - und z = (x 2 folgt. Man bat dann 

y 
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(** + y*fi ( *\ 

py cos x = 1-1 — — cos I Aretan - \ 

^ i . 2 V y) 

+ 

■ \ . 2 . 3 V y) 

worin nun und y zwei von einander unabhängige veränderliche GroTsen 
darstellen. 

Die Logarithmenreihe mit complexer Veränderlichen. 

Wir können den Übergang von der Binomialreihe zur logarilhmischen 
Reihe auf ähnliche Weise bewerkstelligen, wie diefs schon früher gesche- 
hen ist. Durch beiderseitige Subtraktion der Einheit und nachherige Di- 
vision mit ft erhalten wir nämlich aus Formel (9) §. 62 : 

(1 + 2zcosQ-\- s*)* 1 ' cos p£ — i 

= — z cos 0 -4- **cosM+ (f*--1) ^~~ 2) s 8 eos 3 e i b # 

1 '1.2 1 1.2.3 1 

und wenn wir hier p bis zur Gränze Null abnehmen lassen, so erhal- 

l 

ten wir rechts eine Reihe , welche die nämlichen Coeffizienten 1 , — 

+ i u. s. f. enthält wie die logarithmUche und ausserdem nach Potenzen 
3 



z und den Cosinos der Vielfachen von 6 gleichzeitig fortschreitet. 
Wegen 



cos x = i — 2 sin* - x 



ist aber 
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(1 -|- Zzcos9-\- z*f ß costit— 1 

i 1 f 

= ö • — ~ 7- 1 — 2 (1 + 2* cosl + z*)** 1 . --i- 1 

,2" 2** 
Hier ist nun -p eine Gräfte, die mit p gleichzeitig bis zur G ranze Null 

« * 

abnimmt: es wird also 

I <i + *zcos$ + zrf^—i I. • ä 

2* 

nacb Formel (15) §«8, und 



Lim (1 -f 2*«*$ + **)^ . — — sin £f ^ 1 . i . 

1 2 



0 



2" 



folglich 



(1 -f- 2* co; 6 + z*)** 1 cos — 1 
i 

■ • 

* I 

= - /(i + 2« <?o*e + **). 

Mit Hülfe dieser Gleichung ergiebt sich aus (1) 
(2) + 2*cwe-f *») 

1 1 

ssr * eo* 9 — -ä 1 -f" - * x% cos 3* — . . . 

2 3 

eine Reihe, welche nur so lange gilt, als z innerhalb der Grenzen -f- I 
und — i liegt , wie in der ursprünglichen Formel (9) §. 02. 

Aus Formel (10) §. 62. findet sich ferner: 

Lassen wir hier p bis zur Gränze Null abnehmen, so ist 

Lim (i -f- 2z cos 0 -f z 2 )*^ = 1 

folglich 
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z sin 9 



(4) Arctan 



i -|- s cos 8 



= z S i n e _ i z t S i n 28 + ±*» «« 38 — . . . 
2 3 

wo nun wieder + 1 >• z >• — 1 sein mufs. 

7t 

Für 8 = - reduzirt sich die Gleichung (2) auf eine bekannte loga- 

* 

rilh mische Reibe , und die Gleichung (4) auf die Reihe für Arctan z. 

Man kann sich leicht überzeugen, dafs die Reihen (2) nnd (4) noch 
für z = + i richtig bleiben müssen. Das Binomialthcörcm gik nämlich 
auch dann noch für x = + 1 , wenn die Gröfse p in (1 -|- xf keine ne- 
gativen Werthe annimmt. Da nun bei unserem Grenzübergänge p von 
der positiven Seite her bis Null abnahm, so ist diese Bedingung erfüllt. 
Man erhält dann aus (2) für z = -J- 1 , unter der Bemerkung, dafs i -f- cos 6 

= 2 cos* - 8 ist, 

(5) • / 2 + i/( CM »Ie) 

III 

= cos 0 — — cos 2 8 -4- — cos 3 0 — - cos 4 8 + 
2 1 3 4 1 

Es wäre hier falsch , statt i l ^cos* i 8^ blos / cos i © schreiben zu wol- 
len, weil überhaupt - l(x*) und /:r ganz verschiedene Funktionen sind. 
So würde im vorliegenden Falle leos-t imaginär werden, wenn 8>-tt 

wäre, während ^ /^cos 9 ^8^ immer reell bleibt und auch bleiben mufs, 

weil die Summe der Reihe rechts immer eine reelle Gröfse sein mufs. Die 

gewonnene Gleichung ist übrigens in so fern von Bedeutung, als sie einen 

Weg zur Berechnung der sogenannten künstlichen Cosinus zeigt. Nimmt 

I 

man dagegen in (2) z = — 1 und bemerkt, dafs i — cos 8 = 2 sin 2 - 8 

2 

ist, so erhält man 

(6) /2 + i /(„«* i») 

1 1 1 

= — cos 8 — - co* 2 8 — — cos 3 8 — — cos 4 8 — - . . . 

2 3 4 

eine Gleichung, welche die Berechnung der künstliehen Sinus lehrt. Sub- 
trahirt man (5) von (6) und umgekehrt (6) von (5), so ergeben sich noch 
die Gleichungen 
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1 ( 1 \ 1 1 

(7) r /( tan' 1 - 0 | — — cos 6 — -cos SB — -cosbQ — . . . 
4 V. ™ J 3 5 

(8) i/^co/»ie^= cos* -fico*39 + icwS9-| 

Eine Eigentümlichkeit bietet die Gleichung (4) dar, wenn in ihr 
2=1 genommen wird. Man erhält dann, unter der Bemerkung, dafs 

11 1 

sin 9 = 2 sin — 0 coä — 0 und 1 + cos 0 = 2 cos* - 0, folglich 
2 2 1 2 

1 

^ 2 /toi« 



1 + cos 9 1 A 2 

1 cos — 9 

2 

ist, 

(9) Arctan (tan i 9^ 

111 

=s im 0 — - sin 20 + - sin 30 — - «» 46 -f- . . . 
2 3 4 

Es wäre hier unrichtig, statt Arctan (tan ^6^ allgemein ^9 schreiben 

zu wollen. Sonst würde man z. B. für e = 2» + ft' finden 

1 / 1 1 » 

- (2» + 0') = ««•' — - sin 2f 4- - 3 9' — 

2 2 3 

was offenbar falsch ist, wenn man es mit dem Vorigen vergleicht. Be- 

1 1 

hält man indessen die vorige Form bei, so ist tan - (2» -f" 9') = tan - 9', 

folglich ^rcfaa £taw i (2» + 9')J = ^rcto* (tan 1 9'j = i 0' und 

nun ist die Gleichung richtig. Der Grund des Fehlers liegt darin, dafs 

Arctan (tan i 9^ und i 9 verschiedene Funktionen von 9 sind ; die erste 

ist periodisch, weil die darin vorkommende Tangente eine periodische 
Funktion ist, die zweite wächst immer, wenn 9 zunimmt. Dagegen sind 

Arctan (tan i 9^ und ^ 9 so lange identisch , als in den Werthen von 

tan-Q keine Periodicität, sondern ein beständiges WaehsLhum statt fin- 
2 

det , nämlich von 9 = 0 bis 9 = n , weil dann die Tangente von O bis oo 
geht. Man darf daher nur für das Intervall O bis n behaupten , dafs 

(10) i 9 =r *i» 9 — i*«i29 + |««39 — 

ist. An der Stelle 9 = * tritt hier noch eine Unstetigkeit ein. Es hat 

ScWönülch Analyris I. «weite Aufl. 45 
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nämlich, wie früher gezeigt wurde, tan - zwei Werthe, -f- oo and — oo, 

also hat auch Arctan ^tan ^ , deren zwei : Arctan (-f- oo) = ^ ond 

Aretan (—00) = — Arctan (00) = — Die Summe der Reihe rechts 

2 

in (9) kann aber doch nur einen Werth haben, und dieser bestimmt 
sich aus der Reihe selbst sehr einfach: jedes ihrer Glieder verschwindet 
nämlich für 6 = », und also giebt sie zur Summe Null, mithin keinen 

der beiden Werthe von Arctan ^tan ^ , sondern das arithmetische Mit- 
tel aus ihnen. Unter der Bedingung 

n > 0 £ 0 

ist also 

(11) 1* = tinh — i«»20 + i*i*se — . . . 
2 2 3 

♦ 

Nimmt man in Formel (4) z = — 1 und beachtet, dafs 

1 t 

ist, so erhält man 

(12) Arctan ['™ (5 — 5 *)] 

= «a 8 -f I sin 20 -f | sin 30 -f i *«i 49 -f . . . 
Ist nun hier w^e>-0, so kann man statt des Ausdruckes links einfach 

n 6 

— setzen und hat dann für 
2 

«£0>O 

(13) 2=1 = «*0 -f. isinM + IsinZt + ... 

Für 0 = 0 gilt diese Formel nicht, weil dann die Funktion link« in (12) 



unstetig wird und die zwei Werthe -|--, — - annimmt, von denen kei- 
ner der Reihe gleich ist, welche sich hier annullirt. 

Addirt man die Gleichungen (11) und (13), welche von 0 = O bis 
9 = », die erste mit Ausschiiefsung des Werthes 0 = « und die zweite 
mit Ausuahme von 0 = O gelten , so erhält man das merkwürdige 
Resultat 
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(14) 7 == sin 0 + i sin 30 + \ sin 50 + . . . 

welches nur für n >■ 6 >• 0 , exclusive 6 =;= jc, und 6 = 0 besteht. 

{. 65. f - 
Reihen für die Sinns und CoaUua vielfacher flogen. 

Um die Untersuchungen der §§. 62., 63. und 64., die sich mit Rei- 
hen von der Form 

(1) A-\- ,Bz(cosB + i *»Ö) -f- Cs*(c<w20-|-i««2e) -f . . . 
beschäftigten, nicht unterbrechen zu müssen, haben wir die zahlreichen 
Consequenzen einstweilen bei Seite gelassen , zu welchen manche der ge- 
fundenen Formeln Veranlassung geben; wir gehen jetzt näher darauf ein. 

Die Gleichungen (13) und (14) in §. 62. können, wenn man noch x 
für £ schreibt, folgendermafsen dargestellt werden: 

(2) ; ^ 

= cosPx [> 0 — fi a tan* x + ft 4 tan* x — fi 0 tan* x -f- . . .] 

= c, [ , l ^,-, 8to «»,+ n ^^ ] 

reitl 



oder durch Auflösung der Parenthesen und Einsetzung des Werthes 



tan x r=± 

> » «' . « 

(4) co* für 

= p 0 cos* 1 x — f* a cos* 1 -' 1 x sin* x -J- fi 4 ©o*** -2 x ««* r — ... 

(5) sin (ix 
= p x cos/ 1 —* x sin x — fi 3 cos P^-^x sin 3 x ~f- (i 6 cos x sin 5 x — - 

Bei ganzen positiven p gelten diese Formeln ohne Einschränkung, 

dem nur für ? >• x ^ — ? . 

4 4 

I. Die Reiben auf den rechten Seiten der Gleichungen (4) und (5) 
gehen nach Potenzen von cos und sin zugleich; die ersteren fallen, die 
zweiten steigen. Da nun aber der Cosinus durch den Sinus ausgedrückt 
werden kann und überhaupt 

p 

cos 9 x (1 — sin* X)'* t p ^ > 

(6) = - ftV + ft^ m«^ - ... 

ist, so sieht man, dafs es wohl möglich «ein mufs, die Reihen (4) um} 
(5) in- andere zu transformiren, welche nach den steigenden Potenzen von 
sinx fortgehen. In der Tfaat hat man nur nöthig, die einzelnen Cosinus- 
potenzen nach Formel (3) in Reihen zu verwandeln, wobei für die Glefc 

16* 
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chung (4) p durch p, p — 2, p — 4 etc., für die Gleichung (5) durch 
p — 1, p — 3 , f* — 5 etc. zu ersetzen ist. Nimmt mau noch der Kürze 
wegen sinx = y, so erhält man jetzt 

COS (IX 

- " (S). - (I), + - (f), - (s). '• + • • • 

+••• 



+'•(*?). 




2 



--Cr). 



■ 



+ ... 

' J ... 



Bezeichneil wir die Coeffizienten von y°, y a > y 4 etc. mit A 0 , A %9 A A 
etc., so ist 

(7) cos px = A 0 — + ^4^* — ^»y* + • • • 
und überhaupt für ein gauzes positives » 

= * (I). + „ (*=-*)_ + ,. + • • 

,. + ,_( t z-Ltl) + ,.(--) t 

Wir haben aber die Summe aller Glieder rechts schon früher auf einen 
geschlossenen Ausdruck gebracht; vermöge der Gleichung (13) in §. 40. 
ist nämlich auch 

_ p» (p* — 2») (p* — 4*) ... (p* — 2*~-^2*) 1 
*" 1 .2.3.4... (2a) 

wir <liefs in der Gleichung (7) für »= 1 , 2, 3, in An- 

ind bemerken, 4afs dort A 0 s= 1 ist, so ergiebt sich die wich- 
tige Relation: 

(8) co« px 

1.2 1 1.2.3.4 1.2.3.4.6.6 . 1 

Dieselbe gilt für jedes x, wenn p eine gerade Zahl ist, weil in diesem 
Falle die in (4) vorkommenden Potenzen 

p 

cesPx = (1 — sm*x)*, cos^x = (1 — sin* x) '* 
sämmtlich ganze Exponenten bekommen, für welche das Binomialtheorem 
allgemein richtig ist. Für andere als gerade p gebt die Reihe rechts ins 
Unendliche fort und gilt dem Ausdrucke cos (ix nur so lange gleich , als 
hier x der nämlichen Bedingung unterworfen ist , wie in den Formeln (2), 

(3), (4) und (5), nämlich ^ > i> — j. 
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II. Eine ganz ähnliche Transformation läfst sich auf die Gleichung 
(5) anwenden. Setzt man nämlich 

t*—i /u — s 
cos*~ l x = (1 — sin* x) '* , cos* 1 ** x = (1 — sin* x) ' l etc. 

wobei sin x der Kürze wegen y heifsen möge und verwandelt alle diese 
Potenzen nach dem Binomialtheorem in Reihen, so ergiebt sich 

sin (ix 

-.Pt-IJ + -P^). 

Bezeichnen wir die Coeffizienten von y, y 8 , y* etc. mit A Xi A l9 A h 
etc., so ist 

(9) Sin** = ^y-^yS+^y»-... 

und überbaust 

4- = -.pr).- . + '•P^ i L+••' 

... + M^±i) l +'•~•P=¥=- , ). 

Mittelst eines früheren Theoremes über die Binomiafcoeffizienten ist es 
sehr leicht, einen kürzeren Ausdruck für A in+l anzugeben. Wir haben 
nämlich nach Formel (16) §.40.: 

_ f* fr« — i*) fr» — 3») . . . fr» — 2^7*) 
~~ 1.3.3... <2»+i) 

Bringen wir diefs in der Gleichung (9) für n = 0, i , 2, 3 etc. in An- 
wendung, so erhalten wir das Theorem: 

(10) ' " sin für 

s= ^ sin x — . ^ — -— itfl 3 x -4- — j — — ■- _ — — sin 6 x — ... 

1 1.2.3 1 1.2.3.4.5 

und diefs gilt allgemein, wenn p eine ungerade Zahl ist, für jedes andere 



7t 



ft aber nur unter der Bedingung - ^> x ^> — -. 

4 4 ' 

III. Noch ein paar Reihen, welche deu vorigen ähnlich gebildet 
sind, erhält man dadurch, dafs man in (4) und (5) beiderseits mit cosx 
dividirt und dann mit deu rechts stehen bleibenden Reihen die nämlichen 
Transformationen vornimmt, welche wir bisher auf die Reiben (4) und (5) 
unmittelbar angewendet hatten. 
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Es ist nämlich 



cos fix 

COS X 



H 0 eos! 1 -* x — ft a cos* 1 -* x sin 2x -|- f* 4 etuf^ 5 x sin* x — ... 



oder, wenn wieder sinxszy, ateo cosx = f 1 — gesetzt wird, 

Co* für 



CO.? 



wofür wir ..... , 



setzen können, wenn 

... + ,„('-^±i) i + ,.( t =H-) > 

ist. Nach Formel (17) in §.40. ist aber 



* 



1«) <f*«-~ S») ... (ft* — 2«-~l ) 



* n 1.2.5...<2») 

Substituirl man diefs in Formel (11), in welcher = 1 ist, und berück- 
sichtigt die Bedeutung ypa ff, so ündet sich 

(ftfl) • » ■ COS (OS v 

= C05X L - ITT- ™ * + 1.2.3 T4 * ~ • "J 

gültig für jedes x, wenn p eine ungerade Zahl ist, und aufserdem nur 

9t 7t 

unter der Bedingung - ^> x 2> — 7. 

4 ,4 



.», - » 



IV. Die Gleichung (5) läfst sich auch in folgender Gestalt 
schreiben : 

sin fix , , 

cos x 

3= cosV-' l x$in x — ji, cosP-^xsin* x -f- p Ä cos^x sin* x — ... 

aus welcher man durch Entwicklung der Cosinuspotenzen für sin x = y 
Folgendes erhält : • .1 - . ' •■• % 
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sin fix 



COS X 



= fr-*), r + '■ m * 

oder 

(13) SsTF = - ^i»" + - • • • 

WObei <i \ K f! *c->'||lt« '«' 

Nach Formel (!8) §. 40, ist aber .»^1.« 
• ^ ^ ,(^-2») fr» -4«) ... fr«-»«') 

1 .2.3... (2« + l) 
folglich aus (13) durch Multiplikation mit cosx und Wiederherstellung des 
Werthes von y 

[_* 1.2.3 ^ 1.2.3.4.5 J 

und hier ist die Bedingung der Gültigkeit ~ y> x > — 7 , wenn p niebt 

4 4 

eine ganze gerade Zahl ist, in welchem Falle x ganz willkührlich bleibt. 

Wir haben also im Ganzen vier Gleichungen gefunden, welche den 
Cosinus oder Sinus eines vielfachen Bogeos kennen lehren. Von diesen 
haben die erste und letzte die Eigenschaft mit einander gemein, dafs sie 
bei geraden p für jedes x gelten, und die zweite und dritte sind darin ein- 
ander ähnlich, dafs für ungerade u in ihnen x beliebig bleibt. Stellen wir 
die Gleichungen nach diesen Eigenschaften zusammen, so haben wir in 
ihnen folgende Gruppe: 

1) Für jedes x, wenn p gerade ist, aufserdem für ^ >- x >• — ^: 

(15) cos fix 

. ^ , ft »(f a — 2« ) . 2 »)fr»— 4«) . ~ . 

— 1 — S— Sin i x ^ J sui*x — . ~ „ ' . „ sm*x4-... 
1.2 ' 1.2.3.4 1.2.3.4.5.6 1 

(16) * * * %frifur • * J 

[> . f*fr«— 2») .... «*)<*i*--4») . . +*T1 

Li 1.2.3 1 4.2.3.4.5 ftAfcj 
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2) Für jedes x 9 wenn p ungerade ist, aufserdem für -^>ar>> — - : 

(17) sm fix 

1 1.2.3 1 1.2.3.4.5 

(18) cos fix 

r l» (f** — 1«) — 3«) . . 1 

= cos x \ i — — — — sin* x -f- ■ — - — £ — x — ... I 

L 1.2 1.2.3.4 J 



Erweiterung der vorigen Formeln. 

Die vier Gleichungen, zu denen wir so eben gelangt siod, waren 

durch die Art ihrer Herleitung auf das Intervall von — - bis -|- - be- 

schränkt, es läfst sich aber diese Beschränkung etwas vermindern, wenn 
man jene Ableitung nebst den gewonnenen Formeln einer näheren Erör- 
terung unterwirft. 

Betrachten wir zunächst die Reibe der Coeffizienten in der Formel 
(15), also die Reihe 

ft« (2» — p») ^(2* — ^) (4»— ft«) 
{V *' 1.2' 1.2.3.4' 1.2.3.4.5.6 1 
und bezeichnen wir die Glieder derselben mit u 09 u l9 u v ie 8 , ... so ist 

«»4., <a«)« — 



u n (2»-fl) (2*-f2) 

und na» findet hieraus durch Umkehrung , Subtraktion der Einheit und 
Multiplikation mit n sehr leicht 

Ä (X A _ *(6* + 2 + |i») _ 6 + ^^ 

Der Gränzwerth hiervon für unendlich wachsende n ist T , also ^> 1 , und 

4 



mithin convergirt die Reihe (1); die Reihe in No. (15) des vorigen Pa- 
ragraphen convergirt demnach um so mehr für alle x 9 da ihre Glieder die 
entsprechenden Glieder der Reihe (1) nicht übersteigen können. Ähnlich 
verhält es sich mit der Reihe (17); auch sie convergirt für jedes x 9 da 
schon die Reihe ihrer Coeffizienten 



.... 



1 ' 1.2.3 ' 1,2.5.4.5 9 

sit convergent ist, wie man durch Anwendung des schon vorhin be- 
nutzten Criteriums 6nden wird. 
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Anders gestallet sieb die Sache bei den Reihen, die in den Parenthe- 
sen der Gleichungen (16) and' (18) stehen; sie convergiren zwar immer, 
wenn sinx ^ 1 bleibt, aber nicht mehr für sinx = 1, wie einerseits das 
angegebene Kennzeichen, andererseits jeder beliebige spezielle Fall z. B. 

I* = i sehen läfst. Dehnen wir .r von — j bis -f- ^ aus, wodurch der 

Sinns von x alle Werthe erhalt, die er überhaupt annehmen kann, so 
können wir sagen, dafs die in No. (15) und (17) vorkommenden Rei- 

7t 7t 

hen für - = x%-, die in (16) und (18) verzeichneten dagegen nur für 

2 2 
SC 7t 

-5> x^ — - convergent sind. Zu dieser Bemerkung kommt uoch fol- 
gende hinzn. 

Hätten wir in den Gleichungen, von denen wir ausgingen: 
cos fix = fi 0 cosP x — fi a cos V—' 1 x sin 9 x -f- . . . 
sin ux = p t cosP~- x x sinx — fi, cos^~^ x sin* x -|- • . . 

■ 

flP 7E 

4^ ^ 4 

■ * 

2fi an die Stelle von u und | an die von x gesetzt, so würden unsere 
Anfangsgleichungen gelautet haben: 

COS fiX 

= <*f*)o [cos i*)^ — <2ft) a (cos ^x^' 2 (sin 1 + . . . 

sin fix 

= («f*)l {OOS i «» i X — (2^3 ^CM i x)^" 3 («Ä i + . . . 

und zwar würden dieselben für andere als ganze p unter der Bedingung 

J ^ f 2> — d. b. ^ x> — ^, richtig gewesen sein. Auf diese 

Gleichungen würden sich nun dieselben Transformationen anwenden las- 
sen, die wir im vorigen Paragraphen durchgeführt haben; das Endresultat 
würde ein ganz ähnliches sein, es würde nämlich aus vier Gleichungen 
besteben, die sich von den unter (15) bis (18) verzeichneten darin unter- 

scheiden würden, dal's 2ft an der Stelle von ft und - an der Stelle von x 

2 

stände; also z. B. analog der Gleichung (15) 

„ = , _ » V + riy _ . . . 

1.2 \ 2 ) * 1 .2.3.4 V 2 J 

* ^ 7E 
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Man hat nun weiter 2 sin* ^x = 1 — cosx und cos x — Vi — ar, 
wo das Wurzelzeichen nur positiv zu nehmen ist , weil der Cosinus eines 
zwischen — - und -f— liegenden Winkels positiv ist; durch Substilu- 

2 2 

üon folgt jetzt 



2sin*^x = 1 — Vi—sii 

ferner durch Anwendung des Binomialtheoremes , welches hier wegen 
sin* x 1 benutzt werden darf, 

2sin*^x — i sin* x -f ~ sin* x -f g * ^ g im« * -f . . . 

oder 

(3) ^sinixY^ sin*x + ^sin*x + y^sin^x + ... 

Setzen wir diefs in No. (2) ein , und entwickeln die verschiedenen Poten- 
zen der vorliegenden Reibe, so ist 

cospx = 1 - J^j [m»x + i*«** + ...] 

1 1.2.3.4 L 4 J 

oder endlich durch Vereinigung der gleichnamigep Glieder 

(4) « M «,_^ Ä ., + tJt_J A . x _... 

■ > 

Wir gelangen so zu einer Reihe, welche mit der in No. (15) yerzeicb- 

■ i 

n 

neten identisch sein mufs , weil sie wenigstens für ein zwischen — - 

und -|- ^ liegendes x nicht von ihr verschieden sem darf; zugleich erken- 
nen wir aber, dafs die Gleichung (4) und ebenso die frühere (15) unter 

7t TC 

der erweiterten Bedingung - 2> x Z> — r richtig bleibt. 

2 2 

Dasselbe Verfahren pafst auf die übrigen Reiben , indem man sin - x 

I 

jederzeit durch sinx und cos - X durch cosx ausdrückt. Wir würden 
also durch Ausführung der angedeuteten Transformationen zwar der 
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Form nach keine neuen Resultate erhalten, aber wir erfahren dadurch, 
dafs die frühere Gültigkeitsbedingung der Gleichungen (15) bis (18), näm- 
lich ^ > x > — j einer Erweiterung fähig ist und durch j > x > — ^ 
ersetzt werden kann. Da endlich die Reihen in (15) und (17) für 
x — + - noch convergent bleiben, so gelten die Gleichungen (15) und 

(17) auch für diese Wertbe von x. Nach diesen Erörterungen haben wir 
folgende vier Theoreme : 

a) für jedes x, wenn p eine gerade Zahl ist, aufserdero unter der Be- 
dingung ^ £ x £ — ^, gilt die Gleichung : 

i 

(5) cos (ix 

= 1 — x -4- - — - — x — --— sur x -4- . . . 

1.2 ^ 1.2. 3. 4 1.2.3.4.5.6 ^ 

^ Äff 

b) für jedes x, wenn p gerade, aufserdem für - > x^> — ~, ist 

(6) *m f*x 

|> . fi(f* 2 — 2») , tt(fi* — 2»)(m*-4*) . . 1 

Ii 1.2.3 1 1.2.3.4.5 j 

c) für jedes x > wenn p ungerade, aufserdem unter der Bedingung 
|* x % — 5, gilt die Gleichung 

(7) sin fix 

= V sin x — r ]~ ' tut* x 4- £~ — - — f-^-- — r — sin*x — ... 
1 1.2.3 ' 1.2.3.4.5 

d) für jedes x, wenn u. ungerade, aufserdem für ^ > x >• — ^, ist 

(8) cos fix 

r l» (tt» — 1») (fi»— 3») . 4 1 

= fM t-T.T^+ 1.2.3.4 **— "] 

Dafs diese Formeln keiner ferneren Erweiterung mehr fähig sind , dafs 
sie also über die angegebenen Gränzen hinaus schlechterdings nicht mehr 

gelten, kann man sehr leicht a posteriori sehen. So ist z. B. sin — zj 
= sin Q| -J- z^ und mithin bleibt die Reihe (5) dieselbe , wenn man ein- 
mal ^— -t und das andere Mal 5 + z an die Stelle von x treten läfst; 

2 f 2 

dagegen ist aber cos u- Q| — z^ nicht = cos P ~h z )» 



ausgenommen, 
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wenn p eine gerade Zahl bedeutet , wie es auch in den Theoreme a) aus- 
gesprochen- ist; dieselbe Bemerkung wiederholt sich bei den übrigen 
Gleichungen. 

§. «7. 

Spezialisirongen der vorigen Formeln. 

I. Nicht ohne Interesse ist es, die besonderen Formeln zu betrach- 
ten, welche aus den Gleichungen (5) bis (8) des vorigen Paragraphen für 
p = 0 hervorgehen. Fangen wir mit der Gleichung (8) an, bei welcher 
die Sache am einfachsten ist, so wird bei dieser SpeziaKsirnng 

1 = cos x j^l -f- i sin' 1 x -J- sin* x -|- . . . J 

n n 

« >" — r 
2 2 

oder durch Transposition von cosx < 

7t 1t 

Diefs ist jedoch nichts wesentlich Neues, denn wenn man auf die 
Gleichung > 

™** = V\ -sin*x' 2 >Jr> ~2 
das Binomialtheorem anwendet, so gelangt man zu demselben Resultate. 

Wollte man in der Gleichung (7) unmittelbar p =s 0 nehmen , so 
würde mau auf die identische Gleichung 0 = 0 kommen ; diefs läfst sich 
jedoch vermeiden, wenn man vorher mit p dividirt und dadurch der Glei- 
chung die Form giebt 

~T~ 

sin x (i* — 1* sin 3 x . — 1* ) (p* — 3 Ä ) sin* x 
~~ ~l T72 3~~ 1.2.3.4 5 *" 

für ein verschwindendes p ergiebt sich hieraus wegen Lim (sin (ix : p) = x, 

. . sinx . 1 sin* x , \ . 3 «Vi* x , 

- * x ± 

2 - - 2 

Diefs ist nichts Anderes als die Reihe für den Bogen durch den Sinus aus- 
gedrückt; sie stimmt mit der auf S. 182 entwickelten Formel (4) überein, 
wenn man z statt x schreibt. 
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Geben wir der Gleichung (6) die Form 



sin (ix 



r ,1« — 2» . B , (fi» — 2* ) Qi» — 4») 1 

= cos x sin x — 5-— — — sin' x -+- — — - — - — - — - sin b x — ... I 

L Ä.3 1 2.3.4.5 J 

und lassen darin p in Null übergehen, so gelangen wir zu der neueu 



(3) *==«wx^wx + |*i«»* + |^«>t** + !_li^,&r x .j_../j 

die noch einer Umwandlung fähig ist, indem man sie unter der Form 

x = cos x sinx \ \ -4- % sin* x -f- \ * f sin* x -f- . . . | 

L * - 3.5 . J 

darstellt und cos x sowie sin x durch tan x ausdrückt. Mittelst der 

Formeln 

1 . tan x 

cosx = , - und stnx = 



Vl + tan*x tan*x 

findet 



/an # T , 2 /a«* * , 2 . 4 C tan* x \ * 1 



» JE 
« 2* * 2> ö 

2 2 

Für tan x = z ergiebt sich hieraus x = Arctan z 9 weil x zwischen 

— x und +^ enthalten ist: mithin 
2 1 2 

(5) ^^, = i ^^l+- i ^ + —^_ 5 j +...J 

Diese Reihe für Arctan z besitzt, wie man sieht, die vorteilhafte Ei- 
genschaft, für alle z gültig zu bleiben. Ist z ein ächter Bruch, so kann 
man die Ausdrücke 

1 1 i 

* + <1 +«*>•' (1+**)*' 
nach dem Binomialtheoreme in Potenzenreihen verwandeln und kommt 

dann auf die Formel (1) S. 184 zurück. Benutzt man auch hier, wie 

früher, die Gleichung 

^ = Arctan ^ -f- Arctan ~ 

um eine Doppelreihe zur Berechnung der Ludolph'schen Zahl zu erhalten, 
so findet sich aus No. (5) 
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4 — 10L + 310 + 3.5 \iOj + 5.5. 7^10; + J 

+ tö[ i +ItItI(^) +— ] 

wonach die Rechnung sehr leicht ist; noch rascher abnehmende Reihen 
giebt die Formel 

? = 5 Are tan ^ + 2 Arctan ~ 
4 7 • 79 

nämlich 

* _ ? f, . 2 2 .2.4 (_Z_Y , 2 4.6 /2\» , 1 
4""10L ^ 3 100 ^ 3 . 5 ViOOj 3. 5. 7^100/ ' J 

, 7584 T , 2 444 2^ / 144 \« 1 
100000 L 8 100000 '3.5 \10000oJ J 
von denen man nur sehr wenig Glieder braucht, um schon eine bedeu- 
tende Genauigkeit zu erzielen. 

Stellen wir die Gleichung (5) des vorigen Paragraphen in folgender 
Form dar 

1 — COS (IX 

sin* x — 2* sin* x . (p* — 2 a ) (/i 2 — 4*) iw* x 
— ~2 2.3 ~4 ' 2.3.4.5 S~" ~~ 

2 =X = 2 
und berücksichtigen dabei, dafs die linke Seite 




ist, so giebt der Übergang zur Granze für verschwindende p, 

1 sin* x . 2 sin 4 x . 2.4 sin 6 x . 

(6) i* t = -2- + 3— + 5T6— + •• 

2 = X = 2 

oder nach beiderseitiger Multiplikation mit 2 

, „ a sin* x . 2 sin* x . 2.4 sin 6 x . 

W > > * 

— — X — - 

2 " - 2 

Diese Reihe ist in so fern merkwürdig, als sie das Quadrat des Bo- 
gens durch den Sinus desselben ausdrückt; für sinx = z folgt dar- 
aus noch 
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(8) Arcasin z = 7 hfl h %—r \ Y • • • 

1^1-1. 

■ 

II. Noch müssen wir eine anderweite Transformation erwähnen, 
welche auf die Gleichung 

u 2 u 2 (u* 2*) 

> 

— * Jf — ~ — 
2 - - 2 

anwendbar ist und* zu einem später brauchbaren Resultate fuhrt. Für 
pz=2X und a: = - folgt nämlich für n = z% — n 

(9) cos Iz 

Andererseits ist aber, wenn wir in der Formel (7) S. 218 « = ^ setzen 
und mit 2 multipliziren, 

(- !>• (2 «« f y ' 

= 2 £(2») 0 co* »* — (2ä), cm (» — 1) z -f- (2») a co* (« — 2) 5 — . . . 
... + (- 1)—' (2«)*_, co* ^ + (— 1)* i (2*) n J 

folglich, auf jedes Glied der Reihe in (9) angewendet, 

cos kz = 

l* n% 42) r 11 

+ TT^T ■ 2 |> cot 2 * ~ *' co " + 2 • * l J 

^t/|« i*)(>i 2 2 2 > r i t 

+ T^T1T475T6- • 2 1> *" 3 * ~ 6 1 2 ' + 6 * co " _ ä • 6 » J 
+ • 

Von beiden Seiten dieser Gleichung bilden wir die Quadratur, wobei 
nur zu berücksichtigen, dafs Q(cosaz) = und Q(z°) = z ist; 

CK 

es findet sich auf diesem Wege: 
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sin iz 
l ~ 

, A' 2 _ l~_ sin z 1 "1 

*+r^ a |>~i~~2 s, *J 

. — 1») l~ sin 2 s , Sinz . 1 . "I 

+ 1.2.3.4 8 L* 0 ~g — + i- 4 »*J 

, 1 4 )(1*— 2») jct3j „ sin , sins 1 a 1 

+ i. 2. 3. 4. 5. 6 'L 0- ! 6 i-2-+ a «— -I- 6 »*] 

+ 

und diese Gleichung gilt , wie die in No. (9) verzeichnete , für 
— n. Nehmen wir speziell z = n , so vereinfacht sich die For- 
mel sehr und giebt: 

sink* . l»q»-l«) 

Ä 1 . 2 1 ~"~ 1.2.3.4 * *** 

— i«) a» — 2») _ . 

1.2.3.4.5.6 - " * 6 »* + 
Statt der Binomialcoeffizienten 2 t , 4 2 , 6, etc. kann man noch ihre Wer- 
the setzen und dann geht die Gleichung in die folgende über: 

sin Xn ^ — -L. **(** — !*) _ — 1») (A a — 2») 

oder auch 

1» A»(l*-A») 1«(1»-1») (2»- A«) 

Da 1 völlig willkührlich ist, so kann Att jeden beliebigen Bogen x bedeu- 
ten$ setzt man derogemäfs lnz=x , folglieh A = -, so ergiebt sich 

TS 

dl) — 

— _ J * _ x * — _ ^[(jat)«— -jr»] [(2*)« — 

~~ (lJt)* (l»)*(2w)* (lar)* <2»)* (3«)* 

Von dieser Formel werden wir bald eine wichtige Anwendung kennen 
lernen. 

§. 68. 

Produkte für die Sinus und Cosinus vielfacher Bogen. 

Wir haben in Cap. V. gesehen, dafs jede ganze rationale algebrai- 
sche Funktion einer Variabeleu z in ein Produkt verwandelt werden kann, 
sobald sich diejenigen Spezialwertbe z l9 z a , z z etc. von z finden lassen, 
für welche die Funktion verschwindet. Ist nämlich einerseits 
(1) /(,) = a 0 -f a x z -f a^z* + « 3 *» + . . . + a„z~ 
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und sind die Werthe z l9 z %9 z g , . . . z m so beschaffen, dafs ffa) rs 
f(z % ) == A*a) • • • = A z ») = ö wird , so bat man auch 
(2) = — — — ... (* — * Ä ) 

Dieses Theorem gestattet eine braachbare Anwendung auf die Sätze des 
§.66., wenn io diesen ft als ganze Zahl m genommen wird. Unter dieser 
Voraussetzung ist nämlich 
für gerade m: 

«) «-«!!■*.,+ mt(m '~ ä>) 

W 1.3 T i.S.3.4 



«.8.8.4...» * * 

s.\ sinmx m m (m* — - 2*) , 

(4) — = — ~ — - — — — sin" x . . . 

v ' sin x cos x 1 1.2.3 1 



;-,, ,(,. ■-».) ... fr"-»-» ) 

1 v ' 1.2.3.4... (»i — 1) 



und für ungerade w: 

. , mx m m (m 2 — 1*) ... 

(5) — = •- ^ — - — — #Wt* X + . . . 

w *<* x 1 1.2.3 1 

••• + <-*) 2 1.2.3.4... *' * 

eo#mx m* — 1* . 

W = 1 3 — fMl x -f- . . . , ■ i 

/TO* X 1 . Z ( 

.» iL* f .i« * 

...-!_( — i) i 1 — — - -■ ' tvT^ % x 

' v 1 1.2.3.4... (m — 1) 

und wenn man auf der rechten Seite jedesmal z für sinx schreibt, so bil- 
den die hier vorkommenden Reihen ganze und rationale algebraische Funk- 
tionen von z, wie es das vorhin erwähnte Theorem voraussetzt. Die 
Werlhe z l9 z %9 z, u. a. f., welche die rechten Seiten unserer Gleichun- 
gen zum Verschwinden bringen, sind nun, da überhaupt z = sinx war, 
selbst wieder die Sinus gewisser Bögen x x , x % , ar 8 , . . ., und wenn man 
die letzteren finden kann, so bestimmen sich die Spezialwerthe von z nach 
den Formeln z x = sinx 1 , z a = sinx t etc. Um aber die Bögen x t , 
x %> x s u. s. w. zu ermitteln, bedarf es nur der einfachen Bemerkung, 
dafs die linke Seite in jeder der vorigen Gleichungen mit der rechten Seite 
gleichzeitig verschwindet. Die spezielle Betrachtung der einzelnen For- 
meln ist nun folgende. 

I. Nach den obigen Bemerkungen und zufolge der Formel (2) darf 
man statt der dritten Gleichung die folgende setzen: 

(7) cos mx = a n (sinx — sin x,) (sinx — sin x 4 ) . . . (sinx — sin *„> 
A B »!jri. I. »weit. All. f7 
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wobei für a m zu setzen isti 



m* (m* — 2«) («• — 4*) ... <m* — » — O 



1 . 2 . 3 . 4 . . . m 

Zerlegt mao jeden Faktor des Zählers nach dem Schema m* — k* = 
(m -f- &) (« — &) und ordnet die nunmehrigen Faktoren des Zählers nach 
ihrer GrbTse, so findet man ohne Mühe 

€ — j)? i g • 4 . 6 ...(* — 2) m(m -|- 2) ... (2» — 2) (2m) 

2 i.2*3.4*>-tf* 
d. i. nach Hebung des Nenners 

* ■ ♦ 

«« = (- 1) 7 • \ t" = (- D 7 1— • 

und so ist nun zufolge von No. (7) 

m 

(8) eosmx=^= ( — 1) T 2*~ 1 (*öix — sinx x ) {sinx — sinx % ) . . . (sinx — sin x m ). 

t 

m 

Die Spezialwerthe von x, für welche beide Seiten der vorstehenden 
Gleichung verschwinden, sind 

. n .Sit , 5 n . m — in 



im* 2m' 2«' * ' *' 2m~ 

und die Anzahl derselben beträgt m, wie man leicht bemerken wiii. 
Setzen wir diese Gröfsen der Reihe nach für x x , x % , ... x m , so ist 
«ach (5) 

cos mx 






und diefs gilt für jedes gerade ?«. Durch Vereinigung je zwei über ein- 
ander stehender Faktoren ergiebt sich weiter 



cos mx 



TU r 

wo nun die Anzahl der Parenthesen rechts — beträgt. Vertueilt man auf 
tu 

diese die — negativen Einheiten , so wird jeder der Faktoren negativ und 



es ist 
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cos mx 



= 2* 1 (sin*^- — sin % x\ (sin* — — sin* x\ » . . (. sin* — sin 2 x\ 
V 2m J \ 2m , J \ x 2m J 

Da diefs für jedes beliebige x gilt, so können wir aiiteh 4? = 0 setzen, 
woraus folgt t !•■ ■■ 

(9) 1 = 2" 

eine sehr bemerkenswerthe Relation. 

Dividiren wir mit dieser Gleichung in die vorhergehende, so er- 
matten Wtf/ | i,W J./.|'*^«S>. | 'i*l»j|*^«n J tni%j;< 

(10) cos mx 

{ ~ :-.) ( -::J ( - ^ ) 

wobei rechts die Anzahl der Faktoren — betragt und m eine gerade Zahl 
sein mufs. 

IL Ähnliche Betrachtungen lassen sich auch *of die Gleichung (4) 
anwenden. Es folgt nämlich aus dem Früheren unmittelbar, dafs man 
setzen darf ' ' *" 



sin mx 
sinx cos x 

, — Bg o Ij« i 
I Hl) 



x—smx m _,) 



= ( - 1) * !. 2. 3. ..(»-!) <«•*-«•*.)-<«•' 

Der Coeffizient des Produktes ist einfacher 

f>i-»m«iff Um* »tffflfMita tinA %* *At'*i fr » >f4 * noTii nR«i talit 1 

i — ; TT = 2 

1 . 2 . 3 . . . (m — 1) 



wovon man sich leicht überzeugen kann, wenn man die Gröfsen to 2 — 2«, 



w a — 4* , ... to* — nt — 2 in Faktoren zerlegt; demnach hat man 

# n . **- ,.\ 

sin mx 

vnf — 

sin x cosx 



= ( — 1) ' a . 2 m 1 (««x — «ffJTj) ar — «'«i 8 ) . . . (ä/«x — ««Jt m _ s ) 

Es sind nun noch die Werthe x t , x %9 ... ar m _ 2 zu bestimmen, für 
welche die rechte Seite in (5) sich annullirt, für welche also auch 
sin mx = 0 sein mufs. Aus der letzten Bemerkung findet man dieselben 
als die folgenden: 

17* 
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, 2 w 
' 2»' 

2* 1 


+ 2m' 


, 6n 

+ »jh/ ' 




— 2* 


2m 




6» 


m 


— 2« 


an»' 


3*' 


2*' " 




2/« 



Mithin ist jetzt 

r t sin mx 



sin x cos x 



wobei rechts m — 2 Faktoren vorhanden sind. Durch Vereinigung je 
zweier Faktoren wird > 

i sm mx i * , 

sinx cos x 



wo blos noch -— — Faktoren in Parenthesen vorhanden sind. Vertheilt 

r * » 

man die in ( — 1) 2 enthaltenen f* — 2 negativen Einheiten auf 
beu, so ist 

f j/i 



LaTst man hier x bis zur Gränze Null abnehmen nnd bemerkt, dal* 
Um cos u == i , 

..... 1 
. *wi mx . *w mx x 

Lim — ; = Lim . — — s= m 

.«« x x sm x • 

ist, so wird 

Dividirt man mit dieser Gleichung in die vorhergehende, so erhält man 

*i» mx 
x co# x 

«der 
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. . sin mx 
(12) 

CO* X 

si**x 

m sin x 



2 



eine Gleichung , welefae der in (10) stehenden aualog ist , nur für gerade 

m 2 . _ 

m gilt und rechts — - — eingeklammerte Faktoren enthält. • __ 

III. Berücksichtigt man, dafs die in No. (5) links vorkommende 
Funktion sich für die w — 1 Werth e 

tnnutlirt, so erhält mau un|er Anwendung des nämlichen Verfahrens leicht 
die folgende Relation: 
(13) sin mx 



m sin 



t-^)('-^) 





welche nur für ungerade m gilt und rechts ^— — Faktoren des zweiten 

Grades enthält. * i v ' v , 

] Ebenso leicht findet man |aus der Gleichung |(6) für ungerade* m: 

* ' * cosmx ^ > 

(14) 

_ *!* \ /, _ i^L\ ... A :*»sJ\ 

I 

wobei recht» ^LZl! Faktoren des zweiten Grades stehen. 

Läfst man in den Formeln (10), (12), (13) nnd (44) — an die Stelle 

von # treten , so ergeben sich noch die folgenden vier Gleichungen : 
Für ein gerades m: , / . 1<%i , . v; 

0^) v . COS X , i( t!| -i ( i>'i«|.{; . 

wobei rechts - Faktoren des zweiten Grades stehen; 



a 
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(!•) =4 

mit — - — Faktoren des zweiten Grades. 

f \- : f >• • « • . .>•.■» , : 

Für ein ungerades w: 
(17) «** 



"' ' Faktoren, und 



CO* - 



\\B) 

■» ' m 

i » !»;.•• h . *.« . 

r^A =rJ v 



mit - rt 2 Faktoren. 

' Diese vier Formeint geben cos x und «» jr mit Hülfe einer, ganzen 
Zahl m, die aber beliebig ist und die Anzahl der Faktoren bestimmt. 

Da nun die Formeln selbst gelten , wie grofs auch das m sein möge, 
so liegt der Gedanke nahe, m ins Unendliche wachsen zii lassen und somit 
cosx und sinx unter 4er Form unendlicher Produkte darzustellen. 
Bevor wir aber weiter auf diese Idee eingehen, schicken wir eine allge- 
meinere Untersuchung über unendliche Produkte überhaupt voraus ; diese 
Vorarbeit ist hier aus denselben Gründen nöthig, aus welchen wir die all- 
gemeine Betrachtung unendlicher Reihen dem Gebrauche derselben voran- 
geben liefsen. \ i \ 

! I ; ■ Ü ' 

■ » 
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C a p i t e 1 XVII. 

• • . ~ > * ■••■Ii 

Die unendlichen Produkte. 

§. 69. . i : ••- 

Die Conrergenz and Divergenz unendlicher Produkte. | 4 -J , 

Das Produkt einer eodlichen Anzahl von Faktoren ist eine bestimmte 
endliche Gröfse, so lange keiner der Faktoren unendlich wird; setzen wir 
also die Faktoren v^tßp»,, ... *>»_,, deren Anzahl n ist, sämmt- 
lich als endliche Gröfsen voraus und nennen P n ihr Produkt, so mufs auch 
P n eine endliche bestimmte Gröfse sein. Dieser Schlufs gilt jedoch nicht 
mehr für eine uuendlicbe Anzahl von Faktoren 5 denn es geht die Gleichung 

bei unendlich wachsenden n in die folgende über: 

(2) Lim P n = w 0 w x w t w z ... in inf. 

und hier kann Lim P n ebensowohl eine bestimmte endliche Gröfse haben, 
als unendlich oder unbestimmt werden. Im ersten Falle nennt man das 
unendliche Produkt w 0 w l w i ... convergent und, wenn P der Be- 
trag von iÄm P n ist, heifse P der Werth des unendlichen Produktes, 
was einfach durch 

(3) P = w 0 w t w 2 w 9 . : . 

bezeichnet werden möge ; im zweiten Falle hat das unendliche Produkt 
keinen bestimmten angebbaren Werth und heifst divergent. 

Wie nun früher bei den unendlichen Reihen, so wird auch hier die 
Aufstellung eines Kennzeichens nöthig, nach welchem sich die Convergenz 
oder Divergenz eines gegebenen Produktes entscheiden Jätet. Zu einem 
solchen Criterium gelangt man sehr leicht durch die Bemerkung, dafs die 
Gleichung (1) die folgende nach sich zieht: 

lp * = K + + **% +-•• + K-, 
aus welcher für unendlich wachsende n folgt . ., 

(4) IP = lw Q -\- lw x -|~ Ä0 a -(- hv 9 -\- . . . 

An diese knüpfen sich unmittelbar die drei Consequenzen : 1) convergirt 
die Reihe lw 0 lw k hi\ + . . . und heifst s ihre Summe, so conver- 
girt auch das Produkt «? 0 w? 1 iü a ... und sein Werth ist e 9 ; 2) divergirt 
die Reihe lto 0 -|~ lw l -f ho % -f - . . . jedoeh so, dafs ihre Summe = — 00 
wird, so convergirt das Produkt w 0 w x w^ ... and sein Werth ist die 
Null; 3) divergirt die fragliche Reihe in der Weise, dafs ihre Summe 
= 00 °d er gänzlich unbestimmt wird (wie z.B. 1 — 2 -|- 3 — 4 
-f etc.) , so divergirt auch das in Rede stehende Produkt. — Obschon 

Digitized by Google 



264 Cap. XVII. Die unendlichen Produkte. 

es nach diesen Sätzen keine wesentliche Schwierigkeit haben würde , ein 
gegebenes Produkt auf seine Convergenz oder Divergenz zu prüfen , so 
ist ei doch vorteilhaft, die obigen Criterien noch einer weiteren Be- 
trachtung zu unterwerfen, deren Zweck anf eine Vereinfachung und mit- 
hin auf leichtere Anwendbarkeit jener Criterien gerichtet ist. Wir müs- 
sen defshalb vorerst eine Bemerkung über den Ausdruck l(i -f- z) ein- 
schalten. 

Bezeichnen wir mit g einen wesentlich positiven ächten Bruch , so 
ist bekanntlich 



Die Summe der eingeklammerten Reihe beträgt nun offenbar weniger als 
die der folgenden 

und also jedenfalls noch weniger als 



wenn nun der Bruch ist, so hat man 1 — £ > - und - 3, 

o 3 1 — { 



folgt jetzt 
und wir können daher setzen 

(5) Kl+Q — t—^f + f»«, t<§ 

wo « einen positiven ächten Bruch bezeichnet, auf dessen Werth es nicht 
weiter ankommt. Ganz analog ist weiter 

/(i — t) - U 



und da wir aus dem Vorigen bereits wissen, dafs die eingeklammerte 

2 

Reihe weniger als die Einheit ausmacht, wenn £ <£- ist, so folgt 



wo ß wiederum einen positiven ächten Bruch bezeichnet. Sehreiben wir 
die vorstehende Gleichung in der Form ... . 

/(i-Ö = (_o - i(-o» + (-ö*/J 

so können wir sie mit der .unter No. (5) verzeichneten Beziehung 
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menfassen, indem wir sagen, für jedes acht gebrochene z, dessen abso- 
luter Werth weniger als % beträgt, ist 

(6) /(!+*) == * - + P** ' 

und dabei bezeichnet ft einen positiven ächten Brach. 

Um nun das unendliche Produkt w 0 w x w % .. . näher untersuchen zu 
können, geben wir ihm die Form 

(7) (1 + v 0 ) (1 -f t> 4 ) (1 + v % ) (i + v f ) . . . . 

in welcher v 0ß -v u t> t , ... noch ebenso beliebige Zahlen sind, wie vor- 
hin w a , »j, *p a . und beurtheilen die Convergenz oder Divergenz 
desselben durch Untersuchung der Reibe 

(8) l(i + v 0 ) + l(i + vj + /(l -f v 9 ) + . . . 

Damit dieselbe convergire, ist zunächst notbwendig, dafs ihre Glieder ins 
Unendliche abnehmen, also für unendlich wachsende n, Lim l(i -f- t?J = 0 
sei; daraus folgt sogleich, dafs L4mv n = 0, mitbin die Reihe der Zahlen 
v o> v i > v %» Unendliche abnehmend sein mufs. Unter dieser 

Voraussetzung giebt es immer eine Stelle, von welcher ab die Glieder 

kleiner als - bleiben; nennen wir v m die erste unter den Zahlen u w> 

5 

v m+i> v n+* ctc *> welche weniger als - betragen, so ist nach No. (6) 

o 

(•> '<* + O + '<« + W + 'd + + . . . 

= »» + «Wl + *w. + • • . 

wo f* 0 , p 19 j* a , ... verschiedene positive ächte Brüche bezeichnen, auf 
deren Werthe es nicht näher ankommt. Wir unterscheiden nun zwei 
Hauptfälle, ob nämlich die Gröfsen v m , v m + x , t? w+2 , . . . durchaus glei- 
che Vorzeichen haben, oder ob sie Zeichenwechsel bilden. 

Wenn im ersten Falle die Reihe v m -|- v m + l -|- *W* + • • • conver- 
gpt, so. convergiren die Reihen . 

»I + »1« +«£+• + •• • 
f*«,»! + fS»!»-! + fSC+, + • • • 
offenbar um so stärker, weil ihre einzelnen Glieder kleiner als die ent- 
sprechenden Glieder der ersten Reibe sind; hieraus folgt auf der Stelle 
nach No. (9) die Convergenz der Reihe linker Hand und mithin auch die 
des Produktes \ i 

» 

•....« (1 + v m ) (i -f. (1 -f- v M ) ... 

v ■ ■ q 

» 

| 
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266 Cap. XVII. Die unendlichen Produkte. 

Setzen wir zu diesem Produkte noch das folgende 

<* + v o) <* + »i> <I +»»>•••<* + *u-i) 
hinzu, so ergiebt sieb folgendes Theorem: 

Die Convergenz der ans Gliedern von durchweg gleichen Vorzeichen 
gebildeten Reihe: 

V 0 + V l + V 2 + V S + • • 

bedingt die Convergenz des Produktes: 

(1 + »o> (* + v i) <* + v %) (* + »») • • • 
nnd zwar ist der Werth desselben von Null verschieden. 

• 

Hieraus folgt z. B. auf der Stelle, dafs die unendlichen Produkte 

(-SK-SH-ö ••• 

<"> (<+£)(<+*) (•+£)•••• 

convergiren und zwar gegen Werthe, die von Null verschieden sind, 
wenn nicht zufällig einer der Faktoren selbst gleich Null ist. 

Etwas anders gestaltet sich die Sache , wenn die fallende Reihe v m , 
. . . wechselnde Vorzeichen besitzt, also eo ipso convergirt. 
Dann ist zwar auch die Reihe 

+ Mi^i + + • • • 

convergent, weil sie dieselben Zeichen Wechsel und kleinere Glieder wie 
jene besitzt, dagegen versieht es sich nicht von selbst, dafs die Reihe 

convergirt, weil sie durchaus gleiche Vorzeichen hat; so ist z.B. von 
den drei Reihen 



i 


1 


+ 

■ 


i 




V m + \ 


Vm + 2 


i 

m 




+ 


1 

m + * 


Mo 




+ 


M* 


V m * 


Vm±i* 


V m +** 



die erste sowohl als die dritte convergent, die zweite aber divergent. In 
diesem Falle erhält man aus der Gleichung (9) folgendes Theorem ; 
Wenn die beiden Reihen 

v o + v i + »• + v 8 + • • 

v l + v ? + *l + v l "f • • • 
gleichzeitig convergiren, so convergirt das Produkt 

(* + »o) (1 + *>i) (* + v t) (i + »»)-• • 
gegen einen von Null verschiedenen Werth ; wenn dagegen die erste 
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Reibe convergirt «od die zweite divergirt , < so convergirt das frag- 
liche Produkt gegen den Werth Noll. 
Dieser Regel zofolge convergirt das Produkt , , » » , . , \ 

0+9 (-DO+ö (-;)•• 



gegen einen von Null verschiedenen Werth, und das Produkt 

0+pi)0-Ä)('+Ä)0-Ä)- 

gegen den Werth NulL i— Witt man die beiden gefundeneu Theoreme 
in ein einziges zusammenziehen, was für die Anwendung am bequemsten 
ist, so kann man sich folgendermaßen ausdrücken: 

Sobald die unendliche Reibe . , . 

v o + v i + v * + »3 + • • • 
convergirt, so convergirt auch das unendliche Produkt 

(1 + v 0 ) (1 + Vl ) (1 -f v % ) (i +v a ) ... 

und zwar ist der Werth desselben von Null verschieden oder gleich 

Null, jenapbdem die unendliche Reibe 

convergirt oder divergirt. 
Wir haben bisher immer die Convergenz der fallenden Reihe t> 0 , 
»!, c,, ... vorausgesetzt, und es wäre daher noch zu untersuchen, wie 
sich der Werth des Produktes gestaltet, sobald jene Reibe divergirt. Im 
Allgemeinen lassen sich nun hierüber keine Theoreme aufstellen , weil die 
Divergenz der Reihe v Q9 v l9 t? 4 , .. . weder die Convergenz noch die 
Divergenz der Reihen v\ 9 v], v\ etc. und v\, v] 9 v\ etc. nolhwendig 
bedingt; es bedarf dann jedes gegebene spezielle Produkt einer Untersu- 
chung für sich , die mittelst der Gleichung (9) weiter keine Schwierigkei- 
ten darbietet. Ist z.B. das Produkt 

■0+9 0+1) 0+1) 0+1) 

O 2 
gegeben und — der erste Quotient, welcher weniger als - betragt, so 

folgt nach No.(9) 

_ i'* [i + (^Tö 5 + + ] 

T L'"' («+*)• (« + 3)' J 
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Von den Reihen rechter Hand ist die erste divergent , die zweite und 
ebenso die dritte convergent; man hat demnach für positive a 

{(«+9('+=T 5 )0+40-]" 

und mithin divergirt das obige Produkt, indem es unendlich wächst. Auf 
ganz gleiche Weise würde man finden 

'[(-9 O-sW -]— 

und hieraus erkennen, dafs das unendliche Produkt 

0-r)0-l) 0-90-i) 

gegen den Werth Null convergirt. — Ahnlicher Schlösse kann man sich 
in allen anderen Fällen bedienen. 

§• 70. 

Transformation der Reihen in Produkte und umgekehrt. 

I. Es giebt ein sehr einfaches Mittel, um Reihen wie 

"o + u i + w * + *t + • • • 
in Produkte umzusetzen, sobald man im Stande ist, die einzelnen Summen 

U 0 » U 0 ~\~ U l> U 0 H" U l "f" w » » u * s * w * 

aufzufinden ; man hat nämlich offenbar die identische Gleichung 

(*) «o + «i+«» + tf s+--- + ««-i 

_ «o «o + "i «e + *o + "i + -♦ + *•-» 

— - — . ■ T . : .... . 1 . : 

* "o M o + «i «o + "i+ •+*—,. 

in welcher sich rechter Hand jeder Nenner gegen den folgenden Zähler 
hebt und die Anzahl der Faktoren gleich der Giiederanzahl linker Hand 
ist. Da die obige Gleichung nie zu gelten aufhört, wie grofs auch » ge- 
nommen wird, so bleibt dieselbe auch dann noch richtig, wenn mau n 
unendlich wachsen föfst; es ist dann 

(«) w o + "i + + "s + • • • 



_ «o + «i «o + «t + «» *o + »i + u * + u % 

Trotz seiner grofsen Einfachheit ist dieses Verfahren doch häufig von 
wesentlichem Vortheile, wie wir an dem folgenden Beispiele zeigen 
wollen. 

Die gegebene Reihe sei die in Formel (10) §. 67. vorkommende 

W 1 - ~ ft ». t n iViVS» 

so finden die Gleichungen sUtt: 



i • ' 
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«o = 4 



«o + «i = — jT— . . 

• | (1* — **) — i») 

«o + «t + «. = fi-äi 

„ 4.« +„ _ ( 2»-l») <»»-i i) 

'• * ' / .■ i: , . . . . . . . \ » 

und hieraus ergiebt sieh nach Formel (2) auf der Stelle, dafs die obige 
Reihe mit dem unendlichen Produkte 



;': iJi-i. 3.-*. 4.-1. ' 

i'* . «• -ftn « tTin «>H Vhl ^ **« tl'tlifc . 

=(.-S)(-S)(.-S)0-S) : - 

-v« n Avil Aa * aI A nHAMAn/>Ailr *«r a m aKa» /Ii a Wh tvt *v* A * a n An ¥c a ■ K a 



einerlei ist. Andererseits war aber die Summe jener Reihe bekannt, 
nämlich = ^ > u °d 80 folg* 0Qn das schöne Resultat 

<*> (-5) (-»■•■ 

welches für jedes X gültig ist. Durch die Snpposition Im = also 
«r 

A = - , ergiebt sich noch die Formel 

( 5) = x (i - (i - ^ ( t - . . . 

der zufolge jeder Sinus in der Gestalt eines unendlichen Produktes darge- 
stellt werden kann. Ein Gleiches gilt von dem Cosinus; läfsl man näm- 
lich > an die Stelle von x treten, so ist auch 

<•> ** I -= 1 0 — §Ss) (*- *Sr) O-A) 

und aus den Gleichungen (5) und (6) folgt jetzt, indem man von der 
Formel 

' " x sin x 

cos - 



8 Ä . x 
Istn - 
2 

Gebrauch macht, die analoge Cosinusformel 

» -S-(-ä)(-ä) (-£)•■■ 

und ebenso 

«•» — (-&)(-&)(«-£).•■ 
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270 Cup. XVII. Die unendlichen Produkte. 

Zu diesen Ergebnissen kann man auch dadurch gelangen, dafs man in den 
am Ende des vorigen Capitels verzeichneten Gleichungen die Zahl m ins 
Unendliche wachsen läfst. 

Will man die in den obigen Formeln vorkommenden Faktoren zwei- 
ten Grades durch Faktoren ersten Grades ersetzen, so ist auch: 

(9) , • 

(10) cosx v 

-(-so+s(-ao'+©(-9 ('+©•■ 

Die Formel (9) kann nnler Andern auch zur Eetwickehing unendlicher 
Produkte für die LudolpVache ZaM dienen , sohnU man nämlich dem Bo- 
gen x einen solchen Werth giebt, dafs der Betrag von sin x unmittelbar 

bekannt ist : so erhält man für x = ~ 

« 1 3 3 5 5 7 
2 2 3 4 4 6 6 

oder umgekehrt 

n 2 2 4 4 6 6 
2""^ , 3•3•5'5•7•••• 

und auf ähnliche Weise für x = - 

4 

* 1 4 4 8 8 12 12 16 16 



• • • 



(12 * 4 ^~ K2 3 5 7 " 9 11 13 " 15 ' 17 
Durch Combination der Formeln (5) und (8) oder (9) und (10) liefsen sich 
endlich auch für tan x und cot x unendliche Produkte gewinnen ; über- 
haupt kann man jetzt allgemeiner sagen , dafs die sechs goniometrischen 
Funktionen tinx y cosx, $ecx, cosecx s tanx, cotx unter der Form 
unendlicher Produkte darstellbar sind. 

II. Die identische Gleichung (1), welche die Verwandlung einer 
Reibe in ein Produkt andeutet, kann auch umgekehrt zur Transformation 
eines Produktes in eine Reihe benutzt werden; setzt man nämlich 



w 



1 



»0 



"*+•« 



... ™ i ; i 
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Cap. XVII. Die uaeadiiebeo Produkte. 271 
eo giebt die Auflösung dieser Gleichungen: 



u 0 =z w 0 



«i = u> 0 (™i — 1) 

• »*.«.«>« 
und die Formel (l) gestaltet sieb jetzt bei umgekebrter Anordnung wie 
folgt: ' • 

(13) i ' w 0 w t w t ... w^ x 

\ = + w o (»i — *) + »o w i ( v » — *) + •• • 

? . . . . . -f- w 0 W| . . . w n _ a — 1) 

Diese sehr einfache Formel, von deren Richtigkeit man sich auch durch 
Eulwickelung der rechts stehenden Produkte unmittelbar überzeugen kann, 
kann nun zu dem oben angedeuteten Zwecke benutzt werden 5 für unend- 
lich wachsende n ist noch : * , { . 

(14) w 0 w x w % w^ ... 

= «\> + «M», — *) + w 0 w 1 (w % ^i) 4" WotfjV,^,-!) -f ... 
Um ein Beispiel zu haben, sei 



w 0 = -, w, = 



man findet dann auf der Stelle: 

/im P P+* ß + * 

^ ßiß ß~« . ß<ß+i) ß~" , 

= i4_^ri4. ' 1 ß<ß+i) . W+t)tf+») . 1 
« L ^fl («+D (a+1) ^ («+l)(«+2)(«+3) T * "J 

Hier lassen sieb die drei Fälle /? = *, /3>« und unterscheiden, 
wenn wir dabei a und 0 als positive Zahlen betrachten. Im ersten Falle 
divergirt die Reihe rechter Hand, im zweiten Falle findet offenbar eine 
noch stärkere Divergenz slatt , und wir müssen uns daher , wenn wir das 
nichtssagende Resultat 00 = 00 vermeiden wollen , auf den Fall ß a 
beschränken. Wir geben dann der Gleichung (15) die Form 

(-■-^(-:-¥O0-5t9- 

« L- «+ 1 H-*> <«+ 2 > <«+ 3 > J 

und untersuchen die linke Seite mittelst der Formel 
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u 6 i 

Es ist dann , wenn m so grofs genommen wird , da Ts ^ ^ < - 
ausfällt, 

'0 - Zt9 + '0 - ^h) + <* - rfiri) + - 

[(« + «)» + (a^^,). + (a + w i +2)2 +-] 

— (« — ft 8 [(a4°m)» + j)s' + (« + 2 )S + • * ] 

Hier divergirt die erste Reihe rechter Hand, die zweite und dritte con- 
vergiren, mithin ist 

<«-S) + <«-4iFT) + '( 1 -4iFi)+ 

und folglich auch der Werth des in No. (16) verzeichneten Produktes 
gleich Null. Hierdurch wird die Convergenz der rechter Hand stehen- 
den Reihe bedingt, und in der That kann man sich direkt durch das Kri- 
terium in $.32, II. hiervou überzeugen. Die Gleichung (16) giebt nun 
unter der Bedingung « ^> ß 

z=~ß ~ 1 + «¥* + <«+»> <«+») + • • 

oder für « = o — 1 und ß = b 9 wo a 1 > b oder a ^ b -f- 1 
sein mufs, 

a — 1 _ . , * , *(*-fl) , b(b+\) (*-f 2) 

— 1 ^ T a T fl(a-j-l) ' a(a-f*) + 

Dnrch ein ähnliches Verfahren kann man leicht noch viele derartige Rei- 
henformeln aus der Betrachtung unendlicher Produkte herleiten. 



• • • 
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Cap. XVIII. Die Bernoulü'scfae» Zahlen und die 



C a p i t e 1 

Die Bernoultfschen Zahlen und die Sekanten- 

coeffmenten. 

§. 71- 

Die Bernoolli'schen Zahlen. 

Als Ausgangspunkt für eine weitere Untersuchung wühlen wir die 
Gleichung 

indem wk* Von beiden Seiten derselben die Logarithmen nehmen und letz- 
tere nach bereits bekannten Formeln weiter entwickeln. Setzen wir 
ar<£» voraus, so sind sammtliche Logarithmen rechter Hand reel, und 
wenn wir am* jeden derselben die Formel 

1 i 

«>■*■>— 1 

anwenden, was unter der vorigen Beschränkung erlaubt ist, so folgt: 

x* 1 x« 



2 * l 4 * 4 3 * i«n« 

x* 1 x 4 1 
2««» 2 * 2 4 * 4 3 * 2«*« 

x* 1 x* i x* 
3*Jt» ~ 2 * 3 4 « 4 ~~ 3 * 3 6 7t A 

; 



oder, wenn man diese Reihen in vertikaler Richtung zusammennimmt, 

» • i * i 

.(sin x\ 

~"2 ^ (r* + + 1* + • ) 

i x« /I 1 | \ 

■"■ ^ + + + " 7 



Scklßmilch Aualysl* I. zweite Aufl. |g 
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Bezeichnen wir die Summen der eingeklammerten convergenten Reihen 
mit S t , S 4 , S t , . . ., so data überhaupt für ein positives ganzes n 



i * : . 

t I I 



(*) S tn — -\- + + • • • 

ist, so haben wir unter der Bedingung x < * 

_ x« 1 *« i *e 

— je* * """" 5 * * 3* •—•••« 

Man kann aber aucn nocD au f andere Weise in eine conver- 

gente Reihe verwandeln« Man hat nämlich 

iin x x* / x a . x 4 \ 

~x ~~~ 275 \ ~ iTi ■ iTFTST? " • J 

zugleich ist für ar <C x der Quotient ^ < 1 und positiv, folglich 
275 iT5 + 4.5.6.7 ~~ J < 1 



mithin 



'L 1 275 0 ~" 475 + 4.5.Ö.7 ""•")] 
und durch Verwandlung in eine Reihe 

= «75 v ~~ 575 + 4.5.6.7 — * * * J 

2 4 . 5 1 4 . 5 . 6 . 7 ^ 

1 f x *Vfi , x« \» 

~ 3 • I2T3J l i ""n + 4 i :"6.6.7 -,, j 



» -• , I. 



Führt man die angedeuteten Erhebungen auf Polenzen wirklich aus 
und ordnet Alles nach Potenzen von x, so findet man 

•TT" ) 

— 1?lL I_ j 2 8 x 4 J 1 2»x« i 

3=2 1.2*6 5*1.2.3.4*30 5*1.2.3.4.5.6*42 *" 

Hier kommen gewisse rationale Brüche 
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6 7 30 7 42 7 

in den Coeffizienten vor, deren Gesetz man nicht sogleich übersieht. Man 
nennt diese Zahlen, deren Bildlingsgesetz wir später einseben werden, die 
Bernoulli'schen Zahlen und bezeichnet sie mit B l9 2? a , B 6 , •••*), 
so da Ts 

1 . 2 "~~ 5 # 1.2.3.4 3*1.2.3.4.5.6 

ist. Vergleichen wir in (2) und (3) die Coeffizienten gleicher Potenzen 
von x, so finden wir 

■ 

*« Ät ""l,»'- rc* 4 * 4 — 1.2.3.4' 1.2.3.4.5.6' 

■ 

folglich 

858 175* ' ^ = iT2Tr4 Ä ' 5 « es M.s.u. e ^ 

überhaupt 

«2«— i d _«n 
»* 1.2. 3.. .(2«) 

d. i. nach Formel (1) 



111 2**— 1 B _ »** 

Diese Gleichung zeigt einerseits , dafs die Summe der reciproken geraden 
Potenzen aller natürlichen Zahlen gleich ist einer Potenz von der Ludol- 
phischen Zahl, multiplizirt mit einem gewissen rationalen Bruche; ande- 
rerseits könnte man sie zur Berechnung der Bernoulli'schen Zahlen brau- 
chen. Diefs Letztere wäre jedoch sehr unbequem; wir werden später 
eine leichtere Methode kennen lernen. 

Dividirt man beiderseits in (4) mit 2 2 *, so kommt: 

\ i 1 i! I n%% 

W 2l .t 4 ,.t fl ».t 2.1.2.3... (2«)' 

zieht man diefs von (4) ab, so findet sich leicht 

t*\ LxLxLj. _ r-ov,»» 

W l2 n "1- 5 *n "f b *n ~t 2 . 1 . 2 . 3 . . . (2«) ' 

wodurch auch die Summen der reciproken geraden Potenzen der succes- 



*) Manche bezeichnen sie mtt Bj , B 9 , B 9 etc. Die obige Weise ist aber wegen 
der ähnlichen Sekantencoeffizienten vorzoziehen. 

18* 
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siven angeraden Zahlen gefunden werden können; z. B. für » = 1, weil 
i 



§. 72. 

Einführung complexer Zahlen in die unendlichen Produkte für den Sinns 

und Cosiuus. 

Die Gleichungen (5) und (8) in §. 70. können als blose Transforma- 
tionen der Formeln 

x* x 4 
= 1 ""172+^.2.3.4" "' 



COS X 



x x 8 . x* 

nn x = - — . . . + r 



1 1.2.3 1 1.2.3.4.S 
angesehen werden. In der That würde man auch durch wirkliche Aus- 
führung der dort angedeuteten Multiplikationen bei Anwendang des nume- 
rischen Werthes von n finden: 

cosx = 1 — 0,5 . x* -J- 0,041666 . . . x 4 — ... 
sin x = x — 0,1666 ... x* -\- 0,00d33 . . . x* — ... 
was von dem Vorigen nicht verschieden ist. 

Die vorstehenden Formeln gelten aber auch für ein imaginäres x = vi, 
wenn man 

cos(m) = ' 2 — sin (vi) = — - i 

nimmt. Es müssen folglich auch die Gleichungen (8) und (5) in •§. 70. 
für .r = vi richtig bleiben. Man erhält dann 

... (,+&)(, +&)(.+&)... 

^ = .('+Ä)('+Ä)('+Ä) - 

Diese Formeln könnten zur Berechnung von e v dienen. Nachdem näm- 
lich für ein gegebenes v der Werth des jedesmaligen Produktes rechts 
berechnet worden ist, steht rechts eine bekannte Gröfse k; für e* = z 

ist dann er 9 = i, und folglich wäre dann noch die quadratische Glei- 
chung i -}- = 7; oder ^ — ^ = k aufzulösen. 

Der ausgesprochene Gedanke von der Einführung imaginärer Gröfsen 
läfst sich aber noch in gröfserer Allgemeinheit ausfuhren und zwar auf 
folgende Weise: 



e v — 

(2) 
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I. Aas der Gleichung (9) in §, 70. folgfc, wen» man beiderseits die 
natürlichen Logarithmen nimmt: 

- * + <(^-*) + + i^) + i-> i-*) 

und wenn man x = « -f- vi nimmt: 

(3) isin(u + vi) 

-*+-> + <^--fI) + <^+Ä) 

+ 'vr; — ä^J + T"5r~ + ä»J 

.. +'(^--Ä) + '(^"+f.) 

+ 

Nun hat man nach Formel (8) in §.59. 

(4) lsin(u+vi) 

= I 1 4 2-J + 1 ^ (^+^ 7 

ferner nach Formel (13) in §. 58. 

(5) /(x -f yi) = i /(** + y«) + i Arctan l 
Zwei auf einander folgende Glieder in (3) sind von der Forin. 

\ nit nnj \ nn 1 im) 
worin n ganz und positiv ist ; für diese findet man mittelst der so eben ci- 
tirten Formel 

« 

s 

= - /( , J — I — i Arctan 

Führt man diese Gleichungen (4), (5), (6), (7), die beiden letzten für 
» = 1 , 2 , 3 , ... in (3) ein , so wird 
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1 ./V'-f*-*» cos 2 u\ ... , /V — e— \ 



= t: '<«* + v») + iAretan - 
2 * 1 w 



T ! I 1*»* / 1» — « . 



t 2 l 2 2 *» 7 *2* — u 

T 2 A 2*** J ^ + * 

+ 

Vergleicht man hier die reellen und imaginären Theile auf beiden Seilen 
und bemerkt für den ersten, dafs aus einer Gleichung wie 

2 2 1 2 1 2 1 

immer folgt 

A = aked . . . 
so ergeben sich folgende Relationen: 
(8) * e» + e-*> cqsZu 



4 2 

-* . _ ■ S . _ 5 « 



und 

(9) Arctan «>'«) 

= ^r**«^ - Jretan-^— + Arctan " 

in — u 1 1 * -J- t 

— Arctan ■ ■■ ■ -f- Arctan s— 

2?c— « 1 2» + 



v 

u 



II. Eine ganz ähnliche Transformation ist auf die Gleichung (10) 
§. 70. anwendbar. Nachdem man beiderseits die natürlichen Logarith- 
men genommen hat, setzt man x =c u -f- vi. Zufolge der in den §§. 56 
nnd 59. entwickelten Lehren ßodet man links: 

/ cos (u -}- w*) 

= 2 l {— 4 + ~ ) - ' ^ 
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Alle Reibenglieder rechts and von den Formen 

, (nn — 2a 2m\ /«»+2« , 2»A 

worin * eine ungerade Zahl bedeutet. 

Nach (6) und (7) bat man 2« und 2v füv und v gesetzt, 



und 



■ 



* \ « a ^ a y wff — % u 

\ «» n% J 

Substituirt man diese Wertbe für n = 1 , 3, 5, ... und vergleicht dann 
die reellen und imaginären Theile beiderseits, so erhält man folgend* 
Relationen : 



e 7 " -f- er- 2 » cos 2u 



(10) — -i- 



_ ( i^ä^ -f 4** \ n «4-211*44^ ^5^-^+4^^ /s*f*f*44»»\ 
V 1»»* A 1*** A 5*7T* A 3**» )' 



(«*) 



i„ — 2u rcian in + 2u -r * re * M 5jt _ 2u 



2i> 

— Breton , L ... 



3«-f-2a 

welche die Analoga zu (8) und (9) sind. 

Bemerkenswerth ist hier der Fall u = v. In (8) sind zwei auf ein- 
ander folgende Faktoren 

* . . — -s — i 



f im—u + »»\ fnn-\-u +v* \ 

für v = u wird daraus 

+ 2«» — 2««^ / »•»• + 2«»4 -gifjg\ 

+ 2«»)» — (2ajm)» 2»«* 

folglich hat man aus (8) für v = u 
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^12) ~f~ e ~* cos 

--(■+S0*(!.+K)(. + SS)- . 

Ebenso leicht erhält man aus (10) für v = u 

= 0+SS)('+SS)0+fS) ■ 

r ' - 

Aach ron den Gleichungen (9) und (11) läfsl sich eine interessante 
Anwendung machen , mit der wir uns etwas ausführlicher beschäftigen 
wollen. \ 

§. 7». ; } 

Die Heihco für die Tangente, Gotangente und Coeeknnte. 

Zwei ebenso einfache als elegante und brauchbare Relationen erge- 
ben sich ans (9) nnd (11) dadurch, dafs man beiderseits mit v dividirt 
und dann zur Gränze für abnehmende v übergeht, wobei man den Satz 

Lim j = 1 [§. 9. Formel (6)] mehrmals anzuwenden Gelegenheit 

hat.. Nach geschehener Division mit p läfat sich die Unke Seile von (9) in 
folgender Form darstellen: 



fe v — e~ v \ 

Are tan I —— * cot u I 

\e v -f- e~* ) e* — e~ 



cot u 



e» — e~ 9 v e 9 + e 

■rr cot u 1 

Hier ist nun für abnehmende v 9 Lim (e* — er 9 ) = 0, Lim (e* -|- er 9 ) = 2. 
Setzen wir der Kürze wegen 

cot u = o 

w > i . -' • « : i 1 ■ : • , • t 

so ist ä eine Gröfse , welche mit v gleichzeitig bis zur Gränze Null ab- 

nimmt. Für den ersten Faktor haben wir also Lim ^ = 1. 

Wir haben nun noch 

_ . e 9 — e— v , , . cot u ? 1 

und Liwi — — 1 

v e* -\- e~ 9 

zu bestimmen. Es ist aber durch Verwandlung von e 9 und er? in Reihen 

_r . »« . tr* 1 

~ — 2 [ HITs + 1.2.3.4.5 + ' * J 
folglich * ••• » « i» 
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Ferner haben wir 

, . co/ u cot u 

Lim . = — — 

«» + ^ 2 

Führen wir alle diese Werthe ein, so ist 

(1) Z»» ^ Arctan co/ a)] 

- cof « f ♦ 

= 1.9. — — - = co/ w 

, 1 2 

und diefs bleibt auf der linken Seite in Formel (9) stehen. 

Alle Glieder auf der rechten Seile haben nach, geschehener Division 
mit v die Form: 

v 



Are tan 



1 . v nn -X-u 1 

- Are tan — — — — 



v nn-\-u v nn-\-u 

nn + u 

worin n eine ganze positive Zahl bedeutet. 

Sellen wir ü. = *, so ist 4 eine mit © gleichseitig bh zur 

nn -|- ii 

Gränze Null abnehmende GroTse; folglich wird 

r- T 1 j • ~1 r • Arctan $ 1 

Zun I - Are tan — =— I = Lim — 5 . =— 

ly nn 4. uj d -f. « 



11 1 1,1 
(2) cot u = 1 j — — k - = . . . 



nn+u 

Führen wir dieses Resultat für n = 0, 1, 2, . . . und das in (1) erhal- 
tene in die beiderseits durch t? getheilte Gleichung (9) des vorigen Para- 
graphen ein, so ergiebt sich 

ZI^ + J^ftt ~~ 2 n — u + 2^+ 
oder wenn man je zwei Glieder zusammennimmt: 
(3) cot u 

1 2m 2« 2w 

~« «* — ~~ (2*)» — K a (3*)* — «* " " 
Dividirt man auch in der Gleichung (11) §. 72. beiderseits mit v und 
gebt dann zur Gränze für abnehmende v über, so findet man ebenso leicht 

Um [i Ar*m ( ta «)] = *-« 

und für ein ungerades » 

Zw» | - Arctan — - I = 1 
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woraus dann folgt 

(4) tan u = \- + ' • • 

w n » . 1 Sit 3« , 1 

u — \-u u — -4-« 

2 2 ' 2 2 ' 

oder 

(5) tan u 

2u ' 1 2 a 2« 

Man kann diese beiden Gleichungen auch leiebt in folgende Formen 
bringen : 

u 2 2 . 2 2 , 

(6) tan - = j 1- - j — + . . . 

w 2 n — u n-f-u 1 Sic — u 3ä+m 1 

und 

u 

(7) • /«tj ' 

— 4t * i 4« . 4« , 

— + (3 Ä )» _ M « T (5Ä) a u t i 



Addirl man endlich die Gleichungen (2) and (6), (3) und (7), unter 
der Bemerkung, dafs 

, , . CO* M . l — co# J I» 

1 2 Bin u 1 



1 

= — — = cosee u 
sm u 

ist, so erhält man noch: 

(8) co*?c a 

= i + _J 1 « + ... 

u ' « — u n-\-u 2» — « 2^-f-v 
worin das Vorzeichen rechts von Paar zu faar wechselt, und 

(9) cwec w 

1 | 2« 2« ■ 2« 

— « + tt » (2«)* — u* + (3»)* — «» 



Aus diesen für jedes u geltenden Ausdrücken lassen sich auch unter 
gewissen Beschränkungen andere ablejten, welche die Cotangente, Tan- 
gente und Cosekante in Form solcher Reihen darstellen , welche nach Po- 
tenzen der veränderlichen GrÖfse u fortschreiten. 

nämlich a eine conslantc Gröfse, so ist immer 

U U i . 



II* — M» ~~ «» * U* 



und hier läfst sich für 
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1 > -> - 1 
a 

oder 

a > H ~> — a 

1 

der Quotient 5 in eine Reihe verwandeln (§. 28.) nnd gtebt 

i — 

= ^f 1 + ^ + £ + SÄ + • ] 

a La ■ «» ■ a» ■ a 7 * J 

Diese Transformation kann man mit jedem GUede der Reihen (5), (5), (9) 
Vornehmen. Für die erste müssen die Bedingungen 

w^>«>* — », 2»^«^ — In et«, 
erfüllt sein, welche sich auf die erste reduziren. Wir haben also für 

CO/ tf 

~~ u n\jt 3i s «• » 7 J 

t &fc +©'+(£)'+••■] 

-£fc+(£) , +(rJ'+-] 



Lösen wir die einzelnen Parenthesen auf und nehmen darauf alle Glieder 
in vertikaler Richtung zusammen, so erhalten wir: 

cot u 



1 - 2M f 1 J_ 1 J_ 1 i ^ 

; u« + 55 + «» + - , 7 

+ F + P + ') 



.....*••* 

oder, wenn wir die Summen der eingeklammerten Reihen uacb Formal (4) 
§.71. für » = 1 , 2, 3, ... bestimmen, 

(10) cotu 

=z i u - — «• ■ *■ a* — , . . 

« 1.2 1.2.3.4 1.2.3.4.5.6 

1t > U > 7t 
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oder auch , wenn man u = ^x setzt und mit 2 beiderseits dividirt : 

2 

1 B^x Ä„x3 B b x* 



"\ * 8 



x 1 .2 1.2.3.4 1.2.3.4.6.6 
2* > * > — 2w 
Eine ganz ähnliche Transformation läfst sich mit der Gleichung (5) vor- 
nehmen, wenn u den Bedingungen 

* n 3« _ 3« 

2 2 2 2 

unterworfen ist. Diese Bedingungen reduziren sieh auf die erst«, weil 
durch deren Erfüllung die übrigen gleich mit erfüllt sind. Verwandelt man 

nun für - > u >■ — - jedes einzelne Glied von (5) in eine Reihe und 

nimmt dann ähnlich wie vorher alle diese Reihen in vertikaler Richtung 
zusammen, so findet man leicht: 

= ^-{h + h + h+-) 
+ ~s- (?♦ + 1* + p + • • ) 

+ 

Durch Anwendung der Gleichung (6) in §.74. für »= l, 2, 3, ... 
ergiebt sich hieraus: 

(12) tan u 

2» (2* — 1) . 2*(2 4 — 1)_ _ . 2«(2« — 1) _ . . 
= —l72- B > U + 1.2.3.4 *»*' + !. 2. 3.4.5. 6 *'*'+" 

Man könnte endlich eine ähnliche Transformation auch auf die Glei- 
chung (9) anwenden. Man gelangt aber kurzer zu dem Resultate, was 

11 

man finden würde, wenn man in (12) — für u setzt und dann (10) hierzu 
addht. Es ergiebt sieh 

1 

(13) cosec u = - 

tt 

T 1.2 1 T 1.2.3.4 » T J . 2. 6. 4 . 5. 6 * ' 
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Vergleicht man die hier entwickelte Reihe für tan u mit der auf 
S. 176 unter No. (5) gewonnenen Formel, so ergiebt sich eine Beziehung 
zwischen den TangentencoefBzienten und den Bernoulli'sehen Zahlen; es 
ist nämlich 

T **-> Tu *•-» 

und umgekehrt 

2 n 

und diese Relationen können dazu dienen, um entweder die Tangenten- 
coeffizienten aus den Bernoulli'sehen Zahlen, oder umgekehrt diese aus 
jenen zu berechnen. 

§• 74. 

Die Sekantencoeffizienteu und die Sekantenreihe. 

• * 

Aus den Formeln des vorigen Paragraphen lassen sich noch ein paar 
auf die Sekante bezügliche Relationen ableiten und zwar mittelst folgender 



I. Setzt man in den Gleichungen (9) und (H) u = so reduziren 

4 

sie sieh gemeinschaftlich auf die folgende : 

4i> M kv . kv 

= Arctan Arctan — -4- Arctau - ... 

% 3ti 1 bn 

4 ü * 

Hier kann man unter der Voraussetzung — 1 oder o<-, woraus 

n 4 

4 t? 4 v 

von selbst folgt — •<£ 1 , - — <\ u. s. f., jeden einzelnen Bogen nach 

oit on 

Formel (4) §.49. in eine Reihe verwandeln; es wird hierdurch 

Arctan (5rS) 

iü 1 fiüV _l 1 f*üV - f^Y i 

kv i nvy i (*vy i /4t'\ T 
""ä^ + sWJ "ö^J + 7 VSj 

, 4» 1 (Av\* , 1 /4tr\* 1 /4vy , 
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oder, wenn man die Glieder in vertikaler Richtung zusammennimmt: 

4» (\ 1,1 1 , \ 

Andererseits ist aber aus naheliegenden Gründen: 

Arctan ^ ^ = (fip^s) = ^ reten 1 — j4ntan 

n 1 /, 2« , 2»»* \ 

= 4 — T V _ T + i~2 } 

. 1 / 2» . 2»»» \» 

+ lV -T + iT2 _ - ) 

~sV - T + iT2 J 

+ 

Fuhrt mau die angedeuteten Potenzirungen aus und ordnet Alles nach Po- 
tenzen von v, so läfst sich das Resultat in folgende Form bringen: 

v 1 2* . , 1 2 4 • 5 « v* 1 2 6 . 61 . t> y , 
l""5 ' T72~ + 5 1.2.3.4 7 1.2.3.4.5.6" 1 

oder, wenn wir diejenigen Faktoren in den Zählern, deren Gesetz man 
nicht absieht, nämlich 

1 j 1 | 5 5 61 9 • • • 

mit B*> B 4 , ß«, • • • bezeichnet, 



Arctan 



1 ' 1 2*^. , . i 2*Ä 4 

_ ß _ . * »»3 J_ _ . V 5 

— 1 ° V 3 1.2^51.2.3.4 



Vergleicht man dieses Resultat mit (2), so ergeben sich aus der Identifi- 
zirung gleicher Potenzen von v folgende Relationen: 



Digitized by Google 



1 1,1 i , _ B 0 7t 

1 "*"$+5"7 + 

48 38 + 53 7 8+ 1.2.2* 

I • • • ■ • • • ■ f ■ f • • 

und überhaupt für eine ganze Zabl n 

/«* ' 1 t 1 1 1 1 1 

1.2.3... (2«) . 

Mittelst dieser Relation ist es nun sehr leicht, die Sekante in eine Reihe 
zu verwandeln. 

7t 

II. Setzt man in der Gleichung (8) - — u an die Stelle von u 9 so 
kommt : 

sec u 

= _?_ + J! - L_ + _L_ + 4 



n * n 5n 3k , 1 brc bn . 

2,2' 2 2 1 2 2 1 

und durch Vereinigung von je zwei Gliedern 

(4) sec u 

7i 5 n . bn 

"©'— (V)'- (¥F^" 

Ein allgemeines Glied dieser Reihe ist für ein ungerades m von der Form 

W17I 2 2 1 



und wenn man für 1u *Cmn diefs in eine Reihe verwaudeh, so wird 

mn 



(m ii\ 2 



u 1 



_ , c«üV + C^V+ C-V + ...1 

Nehmen wir diese Verwandlung mit jedem Gliede der Reihe (4) vor, 
wozu die Bedingungen 

s 

2u<^1k, 2m 3», 2« <^ örc, ... 

d. h. 
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gehören, so entsieht Folgendes: 

sec u 



- ?[• + (¥)•+(¥)•+(¥)•+■••] 

-£[« + ©'+ (!-:)'+ ©'+....] 
+ £[« + ©•+©*+(£)•+•••] 



oder bei vertikaler Summirung: 















Li 3 T 5 


-;+•■ 


+ 




1.1» 3» T 5» 


— yi + •• 


+ 

• 


2 6 « 4 


f 1 1 . 1 

U" 3» "*" 5* 


~~7» +•• 



+ 

ringen wir hier die unter I. gefundenen Resultate in Anwendung, 
so findet sich sehr einfach frir B 0 = 1 
(5) sec u 

— j I B %+ l *4« 4 . ■ 

1.2 ■* 1 . 2. 3. 4 ' 1 . 2.3.4.5.6'"'*" 

1 ; l 

2 ^ * ^ 2 

Die Vergleichung dieser Formel mit dem auf S. 175 unter No. (2) ver- 
zeichneten Resultate giebt auf der Stelle zu erkennen , dafs die hier vor- 
kommenden Zahlen B % , B±> B 6 etc. mit den SekanteucoeffizieDten T 1S 
T 4 , T 6 etc. identisch sind. 



• « : : 

> 
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■ 

C a p i t e 1 XIX. 
Die wichtigsten Eigenschaften der Kettenbrüche. 

* 

§. 75. 

Eigenschaften der Näherungsbruche. 

Ein Kettenbruch entsteht, wenn man mehrere beliebige Brüche so 
mit einander in Verbindung bringt, dafs jeder folgende einen Bestandteil 
von dem Nenner des vorhergehenden Bruches ausmacht, wie in den fol- 
genden Ausdrücken: 

.3' . 3 ' ,3 
& +4 5 +^~ 4 & + — i 



4 4 — 



Das allgemeine Schema eines Kellenbruches ist hiernach 



<, + '-*- 



"»+„ i 

wobei «J, a,* o 8 , ... A„ ... positive oder negative, ganze 

oder selbst gebrochene Gröfsen bedeuten können. Die einzelnen Brüche 

*1 b * b * b 4 

9 — > — > y • • • 

a l fl « fl S a 4 

welche in dem Kettenbruche vorzukommen scheinen, nennt man die Glie- 
der desselben und den Kettenbruch selbst einen ein-, zwei-, . .. nghV 
drigen, je nachdem derselbe aus ein, zwei, . . . n Gliedern besteht. 
Bricht man den »gliedrigen Kettenbrnch 

h 



fl * + :r 



a 3 + ' . I *» 

"n 

der Reihe nach bei dem ersten, zweiten, dritten, ... nten Nenner ab, 
so entstehen die Brüche: 

*i b _i K 

a 3 

Sehlömilch Analytii 1. zweite Aufl. j g 
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welche Näherungsbrüche heifsen, weil sie sich in manchen Fällen 
dem Wertbe des ganzen Keltenbruches successive nähern. Der erste Nä- 
herungsbruch ist nichts Anderes als das erste Glied des Kettenbruches, 
und der lebte (nlt) Nähcrnngsbrodt ut der ganze Keüenbruoh selbst. 
Richtet man die Näherungsbrüche ein, so erhält man leicht 

«4 [ tf s <«*«i + **> + b % a %\ + *• «*% a i + *»)' 

Bezeichnet man diese Bruche der Reihe nach mü , ^ , , ... so 

?i 9* 9* 

scheint hier vom drillen an folgendes Gesetz obzuwalten: 
P* — a *P* -h ^4 Ä ^iZliiii« 



welches allgemein ausgesprochen lauten würde : 

worin » jede beliebige positive ganze Zahl bedeuten kann. Wäre dieses 
Gesetz richtig, so müfste auch sein 

(5) ?*±i = "f+xPn + ^P*-* 

wie man aus dem Vorigen findet, wenn man n-\- \ an die Stelle von n 
setzt. Konnte man nun zeigen , dafs aus dem Bitdungsgesefö des Kerteo- 
bruches unter Voraussetzung der Gleichung (1) die obige Relation eben- 
falls hervorginge, so würde man hieraus sotüiefsen können, dafs die Glei- 
chung (2) allgemein richtig sei. Nun geht aber der nächstfolgende Nähe- 

rungsbruch aus dem vorhergehenden dadurch hervor, dafs man 
in diesem a n -f- für a n sefot; drain es ist 

a n+i 
Pn _ *i 



+ + 

Pm±i _ *i 
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Setzen wir also in (i) a n -\- an die Stelle von a n , so erhalten wir 

d. i. nach Multiplikation mit im Zähler und Nenner 
oder 

rn+i "n+i 

7n+i ( a n 9n-i + *n 7n- 2 ) + b n+i 9n-i 

und wenn man gemäfs der Gleichung (1) 

«nPt>~i + KP»-* = + —flu 

setzt, 

$Wi ö n+, ?* + ^*f. 

Diefs ist aber die Gleichung (2); das hypothetisch angenommene Bildungs- 
geselz der Nähcrungsbrüche gilt also für den (« + 1) sten Näherungsbrach, 
wenn es für den »ten richtig war; es gilt mithin allgemein., weil es für 
den dritten zutrifft. Für die succes&ive Berechnung der Näherungsbrüche, 
deren letzter den Totalwerth des ganzen Keltenbruches giebt, hat man 
also nicht nöthig, die einzelnen Brüche 

b i b i b \ 



a \ ■ b *' i b * 



etc. 



«3 



sämmtlich auf die gewöhnliche Weise einzurichten, sondern berechnet blos 
die beiden ersten 

und leitet nun nach diesen aus Formel (1) alle übrigen ab. 

Bemerkenswerth sind noch die Ausdrücke für die Differenz zweier 
auf einander folgenden Naherungsbrüche. Es ist nämlich 

/Vm Pn _ Pn 4* *«4-i Pn-i Pn 

9n+i 9n fl »+i?» + Ä »fj?«-i 9n 
*n+i Pn-i 9n — b n+t Pn9n- i 
9«+x 9n 

~ (Pn9n^-P^9n> 



9n+i9* 
Ferner hat man 

19 
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Pn _ P*-i = Pn<?n-i ~ Pn-xU 
9n 7«-i 

folglich 

Pn9n-x —Pu-iU = Mn-i ~ ^f^) 

und durch Substitution dieses Ausdruckes in die vorhergehende Rechnung 

Pn±l_P» :== *n+i 7»-i fPn Pn-i \ 

Nennen wir J n die Differenz links, so ist die auf der rechten Seite in 
Parenthesen stehende = , mithin hängt die Ate Differenz so von der 
vorhergehenden ab, dafs 

(3) J n = - *atiSs=l J 

ist. Hiernach kann man alle Differenzen berechnen, weil man die erste 
kennt, 

(4 ) A x = ** b > h - *1 = - L*I 

Unter der Voraussetzung, dafs die Gröfsen a l9 a 2 , o 8 , . . b l9 6„ 
6, , ... sämmtlich positiv sind , lassen sich hieraus noch mancherlei Fol- 
gerungen ziehen. Dann ist nämlich A x negativ, A % positiv, -rf 3 negativ, 
J 4 positiv u. 8. f., oder wenn man das Negative und Positive durch <0 
und ^> 0 unterscheidet, 

ö—Ü^O, & _ * > o 

?4 ?3 ?ft ?4 

U. S. f. 



woraus folgt 



Pi-^P* Pi ^P_z 

9 _ 



9i U U U 
Pi y > P* f P* ^P_b 

7 3 7 4 ' 7 4 76 

u. s. f. 

Es ist aber auch, abgesehen von den Vorzeichen, jede Differenz kleiner 
als die vorhergehende. Denn in der Gleichung (3) bat man 

9n*i a ft+i 7n + Ä n+i 7«-i 

folglich, weil alle die Gröfsen a und b, mithin auch alle p und q po- 
sitiv sind, 
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und also 

V 

wenn mau Mos die numerischen Werlhe berücksichtigt. Wir haben also 

z. B. deu numerischen Werth von — ~ ^> als den von ~ — — , 

9* 9i 9z 9% 

oder, weil die erste Differenz an sich negativ, folglich ihr numerischer 
Werth das Entgegengesetzte ist, 

9i 9% 9t 9i 



woraus 



p* ^> 1* _p* 



folgt. Ebenso würde aus 

/ 

'/s 9a 9s 9a 
folgen 

* > u. s. f. 

Die Näherungsbrüche ungerader Ordnung nehmen also beständig ab. 

Der numerische Werth von A z ist ferner kleiner als der von J,* 
oder, weil J 9 au sich negativ ist, 

9z 94 9z 9% 

woraus folgt 

p* ^p* 

9% 9a 

Ebenso würde man 

< ^ u. s. f. 
9a 9 a 

finden, d. h. die Näberungsbrüche gerader Ordnung wachsen fortwährend. 

Wir haben hier für Kettenbrüche, deren sämmtliche Zähler und Nen- 
ner positiv sind, die merkwürdige Eigenschaft kennen gelernt, da-fs die 
Näherungsbrüche ungerader Ordnung eine fallende , die gerader Ordnung 
eine steigende Reihe bilden, während die Differenzen der benachbarten 
Näherungsbrüche ihren absoluten Werthen nach immer abnehmen. Da 
nun der letzte Näherungsbruch der Werth des. ganzen Kettenbruches ist, 
so mufs folglich eine Annäherung an den Werth des ganzen Ketten- 
bruches statt finden. Man kann sich dieses Verhältnifs leicht durch eine 
Zeichnung veranschaulichen. Man trage nämlich auf einer geraden Linie 
SP in gleichen Entfernungen von einander die Punkte P l9 P %9 P 3 , ... 
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auf, errichte in diesen die Senkrechten P t Q l9 P±Q%> P3Q3 

nehme nach irgend einem Maafsstabe P 1 Q l = — , P 2 Q 2 = — , 

Vi H% 

P-Ö, = — u. s. f. Endlich mache man PQ dem Gesammlwerthe des 

Kettenbrnches gleich und ziehe dureh Q eine Parallele QT zu PS. Ver- 
bindet man jetzt die Punkte Q l9 Q S9 Q 6 , . . . und ebenso Q 4 , 
Q 6 , ... durch eine zusammenhängende krumme Linie, so erhält man 
zwei Curven, deren erstere vom Punkte Q, nach der Geraden QT zu 
herabgeht, während die zweite vom Punkte <? a aus nach jener Geraden 
hinaufsteigt und zugleich die Differenzen zwischen je zwei auf eiuander 
folgenden Senkrechten beständig abnehmen. Der letzte Näherungsbruch 

^ eines ngliedrigen Kettenbruches ist dann der Gesammtwerth PQ des 

ganzen Ketlcnbruches. 

Bei weitem weniger einfach gestalten sich die Eigenschaften der Nä- 
herungsbrüche in den Fällen , wo einige oder alle GHeder eines Iietten- 
bruches uegativ sind. Nur in einem einzigen Falle lafst sich hier eine 
bemerkenswerthe Eigenschaft der Näherungsbrüche angeben , wenn näm- 
lich alle Glieder des Kettenbruches mit Ausnahme des ersten negativ and 
zugleich ganzzahlige äehte Brüche sind. Unter der gemachten Voraus- 
setzung hat dann der Kettenbruch die Form 



a t 

1 b. 



3 



ö a — ... 



worin u l9 a 29 a %9 ... b i9 b 29 b 39 . . . ganze Zahlen sind, welche die 
Eigenschaften 



haben. Hier ist nun 




*3> 



denu in dem zweiten Näherungsbruche ist der Nenner vermindert, folglich 
der Quotient gröfser. Man kann noch bemerken, dafs derselbe immer 
noch ein ächter Bruch ist, weil im Nenner a t wenigstens um eine Einheit 
gröfser als b x sein mufs, aber die Verminderung keine volle Einheit be* 
b 

trägt, indem — i ist. Ferner bat man 
a i 

b. b. 

_i ^ -J 

«, — — a. ? r 

*• « 
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Denn es wird rechts der Nenner a, um erneu grofceren Bruch 
als links , weil 



*>* ^ K 



ist, wiewohl beide Ausdrücke ächte Brüche sind. Man kann auf diese 
Weise fortfahren zu schliefsen, und findet so das Resultat, dafs jeder Nä- 
herungsbruch kleiner als der nächstfolgende ist , die Näherungsbrüche also 
eine steigende Reihe bilden. Die ganze Schlafs weise würde aber nicht 
passen , wenn nicht alle einzelnen Glieder des Kettenbruches ächte Brüche 
wären, weil dann einer der Nenner in den Näherungsbrüchen negativ wer- 
den könnte, wie z.B. in dem Kettenbruche 

1 

3-L 



4 _» 



1 

wo schon der zweite Näberungsbruch negativ wird. 

Es ist übrigens sehr leicht, einen gegebenen Bruch in einen Ketten- 
bruch von vorgeschriebener Form zu verwandeln. Wollte man z. B. den 

Bruch in einen Kettenbruch von der Form 
761 



2 + ^~5 

4 + — 7 
6 + 



8 + .. 

autlösen, so würde man folgende von selbst verstandliche Rechnung zu 
machen haben: 



.. i 



289 


1 


1 




761 ~~ 


761 _ 
289 


2+1?? 
' 289 




183 


3. 183 


3 _ 


3 


289 ~~ 


867 


~~ 867 ~~ 


^ 183 






183 




5 . 135 


5 


5 


183 ^ 


~915 


~~ 91 5 ~~ 


T 135 






135 


iOS _ 


7 . 105 


_ 7 _ 


7 


155 ~~ 


945 

• • 


945 
195 


8+ 405 



_7_ 
8-f 1 
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Weiter kann man hier nicht geben, weil der letzte Rest kein Bruch, 
dein die Einheit ist. Substituirt man jede Gleichung in die vorhergehende, 
so erhält man 

280 _ i 

6 + 



8 + 1 

also den Bruch in der vorgeschriebenen Form, so weit diefs überhaupt 
möglich ist. 

Wollte man denselben Bruch in einen Kettenbruch von der Form 

? .... . . 



»+ 8 



H + .. 

verwandeln, so stünde die Rechnung so: 



289 


2. 289 


2 


2 


761 ~~ 


1522 

• 


1522 
289 


77 

5 + 
^ 289 

< » ■ » 


77 


4.77 


4 


4 


289 ~~ 


1156 


1156 

77 


7+ 77 


617 


6.617 


6 


6 


77 — 


462 


462 
617 


5091 
J 617 



Will man keine negativen Glieder, so mufs man hier abbrechen und er- 
hält durch Substitution jeder Gleichung in die vorhergehende: 

289 _ 2 

761 " 5 + i- 



5091 



wobei die verlangte Form so weit beobachtet ist, als es geschehen kann. 
Diefs Beispiel zeigt zugleich, dafs man den nämlichen Bruch in unendlich 
viele Kettenbrücbe verwandeln könne. 

Es läfst sich recht gut denken , dafs es Rechnungen der Art geben 
könne, bei denen man ins Unendliche fortgehen dürfte, ohne auf nega- 
tive Glieder zu stofseu, d. h. mit anderen Worteu, dafs es auch un- 
endliche Kettenbrüche geben könnte, deren successive Näherungsbrüche 
sich einem bestimmten endlichen Wertfae als Gräuze beständig näherten. 
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Wir wollen diesen wichtigen Gegenstand einer näheren Betrachtung 



§. 76. 

Die unendlichen Kettenbriiche , ihre Convergenz und Divergens. 

I. Wir wollen nns zunächst mit denjenigen Kettenbrücken be- 
schäftigen, deren Glieder sämmttich positiv sind, so dafs also in dem 



I b 2 



. *3 



« 3 -j- . . . in inj. 

welcher das Thema unserer Untersuchungen ausmacht, die Gröfsen a„ 
a n • * • b X9 b 29 ... durchgangig positiv sind. 

Durch ganz dieselben Betrachtungen wie im vorigen Paragraphen 
überzeugt man sich leicht von der Wahrheit der folgenden Sätze : 

1) Jeder Näherungsbruch ungerader Ordnung ist gröTser und jeder Nä- 
herungsbruch gerader Ordnung kleiner, als alle folgenden Nähe- 
rungsbrüche. 

2) Die Näherungsbrüche ungerader Ordnung werden immer kleiner, 
die gerader Ordnung immer gröfser. 

Es folgt hieraus noch 

5) Kein Näherungsbruch ungerader Ordnung kann so klein sein, als 
einer gerader Ordnung, und kein Näherungsbruch gerader Ordnung 
so grofs, als irgend einer ungerader Ordnung. 
Da nun die Näherungsbrüche ungerader Ordnung immer abnehmen, 
ohne so klein zu werden, als man will, und ebenso die Näherungsbrüche 
gerader Ordnung immer wachsen, ohne beliebig grofs werden zu können, 
so ist beim uoendlichen Fortgeben kein anderer Fall möglich, als dafs so- 
wohl die Näberungsbrüche ungerader, als gerader Ordnung jede für sich 
einer gewissen Gränze zueilen , ohne sie erreichen zu können. Es sind 
also für 

Lim r -^=± — h, Lim^ = k 

h und k gewifs zwei endliche bestimmte Gröfsen. Nun können aber nur 
zwei Fälle vorkommen: entweder nämlich sind h und Ar verschieden, oder 
identisch. Mit einem Kettenbrache der ersten Art wäre nicht viel anzu- 
fangen; man könnte nicht sagen, derselbe sei dieser oder jener Gröfse 
gleich, sondern blos, er sei eine symbolische Darstellung von zwei Grö- 
fsen zugleich, von denen die eine der Gränzwerth der Näherungsbrüche 
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ungerader, die andere der Gränzwerlb der Näberungsbröche gerader Ord- 
nung ist. Kettenbrüche dieser Art können divergenten Reihen vergliche* 
werden, mit denen man auch nicht rechnen kann, und mögen defshalb ent- 
sprechend divergente Ketten brü che heifsen. 

Sind dagegen die beiden Grunzen h und k identisch, so nähern sich 
die Näherangsbrüche des Kettenbruches von beiden Seiten her dieser ge- 
meinschaftlichen Zahl , welcher sie so nahe kommen können , als man es 
verlangt, und die wir den Gränzwerth des Kettenbruches nennen 
Es ist dann für unbegränzt wachsende n 



k = Lim 



i b 2 



wofür wir kürzer schreiben wollen 

I b * 



* ' a 8 -f- . . . in inj. 

Ketteubrüche dieser Art mögen convergente Keltenbrüche heifsen, 
weil sie mit den convergenten Reihen die Eigenschaft gemein haben, dafs 
m;in sich mehr und mehr einer Fest bestimmten Gränze nähert, je mehr 
Glieder man zusammennimmt. 

Es entsteht nun die Frage : woran man die Gonvergenz oder Diver- 
genz eines unendlichen Kettenbruches erkeuneu will, welcher, wie hier 
immer vorausgesetzt wird, nur aus positiven Gliedern besteht? 

Aul' diese Frage, welche für die Theorie der Keltenbrüche von ebenso 
grofser Wichtigkeit ist, wie die analoge Frage für die Theorie der Rei- 
hen, kann man nun im Allgemeinen sehr leicht antworten, wiewohl die 
spezielle Anwendung der Autwort nicht ohne Schwierigkeiten ist. Be- 
trachten wir nämlich die Differenzen je zweier auf einander folgenden Nä- 
herungsbrüche, so ist 

Pm P-m — i 

Gehen wir hier zur Gränze für wachsende n über, so ist 

Lim ^ aft _, = Lim P -& Lim P -**=± 

d.i. wenn wir uns an die Bedeutung von h und k erinnern, 

Lim J tu ^ t = k — h 
Für einen convergenten Kettenbrucb ist aber k ss h, folglich 
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dagegen bei einem divergenten Keltenbruche k von h verschieden , mithin 

Lim ^ in _, = einer endlichen Gröfee. 

■ 

Ebenso mute auch umgekehrt, wenn Lim A %n _ i = 0 ist, k = h, und 
wenn Lim A %u _ x von Null verschieden ist, auch k von h verschieden 
sein. Wir können also sagen : ein Keltenbruch convergirt ganz sicher, 
wenn die Differenzen je zwei benachbarter Naherungsbrüche sich unbe- 
gränzt der Null nähern , und er divergirl gewifs , wenn diese Bedingung 
nicht statt findet. 

Nun ist aber überhaupt nach Formel (3) §. 75. 

JL 

j _ _ »n+i ?n-, j 
9*+i 

und hieraus findet man der Reihe nach 

A — — b -llk A 

u Ä n n 1 

a. s. r. 

überhaupt 

9 3 n n 9n+i 

Man bemerkt leicht, dafs hier A n durch ei« Produkt von lauter ächten 
Brüchen dargestellt wird ; denn die einzelnen Brüche sind von der Form 

und hier sieht man gleich, dafs der Nenner gröTser als der Zähler ist, 
weil alle a und b, folglich auch alle q, positiv sind. Da es uns blos auf 
absolute Werthe ankommt, so ist 

Lim A n = A x . 4tÜ . ^ . ^ . . . ia inft 

9* 9* 9b 

Ein unendliches Produkt von ächten Brüchen kann aber ebensowohl 
eine endliche bestimmte Grö'fse, als die Null zur Gränze haben. Der 
erste Fall tritt leicht dann ein, wenn die einzelnen Faktoren durch Zu- 
nahme sich mehr und mehr der Einheit nähern; wir müssen ihn daher zu 
vermeiden suchen. Sind aber alle Faktoren kleiner als ein gewisser, 

selbst ächter Bruch - (wo «>1 ist), so hat man nach (1) 
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folglich, weil lim =0 ist, am so mehr 

Lim 4 n = 0 

Es convergirt also der in Rede stehende Kettenbroch ganz gewifs , wenn 
alle die einzelnen Faktoren 

Mi hu b _±U 



, in inf. 

u ' n n 

kleiner als die Einheil sind and es bleiben, so weit man auch in der Reihe 
selbst fortgehen mag. Wir können diese Bedingung ganz einfach durch 
die Ungleichung 

Lim *— » < i 

ausdrücken. 

Es ist aber 



b 



i 



+1 



Soll nun der Gränzwerth dieses Ausdruckes unter der Einheit bleiben, 
so mufs 

Lim a *+ lU > 0 
sein. Man bat aber weiter 

Vi Vi ?»-i 

_ g n+i a n _J_ Vi 

Vi Vi 7»— i 

Ist nun schon 

Lim Vifs ^ 0 
so ist offenbar die Bedingung . ■■ 

Vi ?«-i 

um so mehr erfüllt, weil a^ x9 b n) g n _ 2 und q n ^ A positive Grö- 

fsen sind, also Lim a ^^ n . nicht negativ werden kann. Wir kon- 
nen also sagen: 
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der Keltenbracb 

*i 



«, + ^ 



worin alle a und b positiv sind, convergirt ganz sicher, wenn 



(3) 



ist, bei unbegrenzt wachsenden n. Findet aber diese Bedingung 
nicht statt, so läfst sich nicht entscheiden, ob der Kettenbruch con- 
vergire oder divergire. 

So wird man z. B. unter Anwendung dieser Regel finden , dafs von 
den Kettenbrächen 

1« 

2* 

& ~I~ ßt i" 
1« 

*+ 2 - 



^ 2 — • • • 



der erste ganz sicher convergirt, während man diefs von dem zweiten 
nicht behaupten kann. 

II. Auch bei denjenigen Kettenbrüchen, in welchen alle Glieder, mit 
Ausnahme des ersten , negativ sind , können Fälle der Convergenz oder 
Divergenz vorkommen. Einen convergenten Kettenbruch nennen wir hier 
wieder denjenigen, dessen Näherungsbrüche sich einer einzigen bestimm- 
ten GröTse als Gränze fortwährend nähern, divergent jeden, welcher diese 
Eigenschaft nicht besitzt. Im Aligemeinen ist die Convergenz bei Ketten- 
brüchen mit negativen Gliedern sehr schwer zu entscheiden und es läfst 
sich mit Sicherheit nur an einer einzigen Art von Kettenbrüchen nachwei- 
sen, die aber für uns auch gerade die wichtigste ist. Sind nämlich in dem 
unendlichen Kettenbruche 



alle einzelnen Glieder 



*_1 *J L» 
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ächte Brüche, welche ganze positive Zahlen zu Zählern und Nennern ha- 
ben, so convergirt der Kettenbruch ganz sicher. 

Zuerst näinlich bemerkt man leicht, dafs alle Näherungsbrüche positive 

ächte Brüche sind. Denn da alle a und b ganze Zahlen, — , ... 



«1 ö* 



ächte Brüche sind, so mufs a l von b t wenigstens um eine Einheit diffe- 
riren. Es wird aber in dem zweiten Näherungsbruche 



"2 

von a t keine volle Einheil, sondern nur ein Bruchtheil derselben abgezo- 
gen, folglich ist noch immer 

mithin der zweite Näherungsbruch — ein positiver ächter Bruch. — In 



ist nun ferner aus ganz denselben Gründen 

K 

a i ? 

* H 

ein positiver ächter Bruch; wird derselbe von a t abgezogen, welches 
wenigstens um eine Einheit groTser als b t ist, so bleibt 

b 

— ^ 

woraus folgt, dafs auch ~ 3 ein positiver achter Bruch ist. — Aus den 

7 3 

nämlichen Gründen mufs auch die ähnlich gebildete Gröfse 

h 



ein ächter Bruch sein, woraus folgt, dafs 



P* ia_ 



1 b 



a 9 



ö, 

«4 
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ein positiver achter Bruch ist. Man übersieht auf der Stelle, dafs die Fort- 
setzung dieser Schlufsreihe ins Unendliche möglich ist and dafs sie zeigt, 
wie alle Näherungsbrüche ächte und positive Brüche sind. 

Ferner läfst sich nun zeigen, dafs die Näherungsbrüche beständig 
wachsen. Man kann diefs auf ähnliche Weise wie im vorigen Paragra- 
phen tbun, gelangt aber auch auf folgende Weise dazu: 

Da gezeigt worden ist, dafs 

Pi P2 Pz P* 

' » > > > • • • 

9\ 92 9z 94 

sämmtlich positiv sind, so folgt leicht, dafs es auch 

9i * 92* 9z* 9a* 

sein müssen. Da ferner b 1 positiv ist, aber b 2 , b A9 ... alle nega- 
tiv sind, so hat man aus den Formeln (3) und (4) in §. 75. 







9*+i 


»— j 






b l b 2 

9\92 




• n = 




3 u. s. f. 




Pz _ 


P_2 


_ *l b 2 


h z9\ 


9z 


92 


9x9* 


9z 


P* 


Pj 


_ M. 


h z9i 


9a 


9z 


9x9% 


9z 



K92 
94 



u. s. f. 

Es sind also alle Differenzen positiv und daraus folgt 

Pi ^ P2 ^ Pz ^ P4 
9i 92 9z 94 
d. b. die Näherungsbrüche wachsen beständig. Gleichwohl können sie 
nicht ins Unendliche zunehmen, weil sie nach dem Vorigen immer ächte 
Brüche bleiben ; es müssen sich folglich die successiven Näherungsbrüche 
durch beständige Zunahme einer gewissen festen Gränze nähern, welche 
höchstens die Einheit sein kann. Der in Rede siehende Ketlenbruch (4) 
ist folglich ein convergenter. 

Es giebt in der That einen , aber auch nur einen Fall , in welchem 
der Kettenbruch 

bj, 

a- ^ 



H 



— ... 



z 

worin , ^ , ^ , ... ächte Brüche sind , die Einheit zur Gränze hat, 
°i a % a z 



Digitized by Google 



304 Cap. XIX. Die wichtigsten Eigenschaften der Kettenbrüche. 

wenn nämlich jeder der einzelnen Nenner nm eine Einheit gröfser als sein 
Zähler, der Ketteubruch also von der Form 

<*> f 





ist, worin sonst b 19 b* 9 b 39 ... ganz beliebig bleiben. Da dieser Fall 
vön Interesse ist, so wollen wir ihn etwas näher ansehen. 

Znr successiven Berechnung der Näherungsbrüche hat man hier die 
Formeln 

V *m = + *> Pn — b n+i Pn-, 
aus welchen man leicht erhält 

(6) —Pn= (Pn — Pn-i> Ä «H-i 

(7) ?m-i — f • = (f. — In-,) b n+, 

Hieraus würden sich sehr leicht alle Differenzen zweier auf einander fol- 
genden Näherungszähler und Näherungsnenner berechnen lassen, wenn 
man die jedesmalige erste dieser Differenzen wüfste. Man bat aber un- 
mittelbar 

P_x b \ P% b l b * + *1 

fi ~ *i + i f U Mn + 'i + * 

folglich 

Pi — b i 
P* — Pi = b i b % 
und nun folgt aus (6) für n = 2 , 3 , 4 u. s. f. 

Pt—P% = (P% — P\) b i = b k b t b 9 

= (Pt — Pl) h = *l K b Z b 4 . 



p n Pn—i — = b l b 2 b * * ' * b n 

Addirt man alle diese Gleichungeu nebst den zwei vorhergehenden, so er- 
giebt sich sogleich : 

(8) Pn — *i + M* + M»*s+--- + Mi*i--'*« 
Ebenso hat man 

U = b i + l 
U — Ii — *i h % 
und nach (7) für n = 2, 3, 4, . . . 

q* — q* = ?i>*s = *iMs 
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folglich durch Addition dieser und der vorhergehenden Gleichungen: 

folglich der «te Näherungsbruch 

(9) ?2 = *i + *i *• + *» + •••+ Mi ♦ *» 

U * + + *• + *!*•*• + ••• + *!*»•••*• 
Läfst man hier n ins Unendliche wachsen, so wird offenbar p m gröfser 

als jede angebbare Zahl , weil es einer aus n Gliedern bestehenden Reibe 

gleich ist, von denen jedes eine positive ganze Zahl sein mufs. Bemerkt 

man aber, dafs q % = 1 also 

Pn _ Pn = < 

ist, so erhält man für unbegräuzt wachsende » 
mithin auch 



« « 



ä 3 + 1 — ... 
wodurch der Werth des Kettenbraches gefunden ist. 

Nimmt man z. B. für b t , b 29 b Z9 . . . die natürlichen, die unge- 
raden und geraden Zahlen, so hat man 

1 i 

j — — — = — ■ • ' .J;i •< 



2 - 2 — 



3 5 

3 — ; . 4 — 



4 ... 6 ~~ • . . 

2 



« ... 

und man würde auch die Näherungsbrüche dieser Kettenbrüche nach For- 
mel (9) sehr leicht berechnen können. 

Man überzeugt sich nun leicht, dafs der Werth eines Kettenbruches 
nicht mehr die Einheit sein kann, wenn auch nur ein einziger Nenner 
seinen Zähler um mehr als eine Eiuheit übersteigt. Ist z. B. der Ket- 
tenbruch 

(,0 > ~: » 



■ » - 



b 4- i -S 

1 ■ - h 
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gegeben, woriu a, des Zähler o s um mehr als eine Einheit übertreffen 

soll, so gelten (olgende Schlüsse: • 5 
Der Kettenbrach 



r 

hat die Einheit zum Gränzwerthe , weil in ihm alle Nenner die zugehöri- 
gen Zahler um eine Einheit übersteigen. Der unendliche Kettenbruch in 

(10) ist also gleich dem folgendeu endlichen: 

(11) T- 

Hier ist nun e »° achter Broch. Denn da b s und a 9 ganze Zah- 

len bedeuten und a 3 die Zahl b 9 der Voraussetzung nach um mehr als 
eine Einheit übertreffen soll , so mufs «, wenigstens = b % -f- 2 , also 
a 3 — 1 wenigstens = -f" * sein , woraus folgt 

ö s ^ * 

Der Kettenbruch (11) gehört also unter diejenigen, deren einzelne Glieder 
ächte Brüche sind, welche ganze Zahlen zu Zählern und Nennern haben. 
Sein Werth, d. h. der des unendlichen Kettenbmcbes (10), ist demnach 
ein ächter Bruch, also von der Einheit verschieden. Ganz ähnliche 
Schlüsse sind in jedem anderen Falle anwendbar. 

§• 77. 

Die Irrationalität gewisser Kettenbrüche. 

Bei den Verwandinngen gewöhnlicher Brüche in Kettenbrüche von 
eiuer gegebenen Form, wie wir diese in §. 63. vorgenommen hatten, kann 
man im Allgemeinen bemerken, dafs früher oder später entweder kein ge- 
brochenes Glied mehr kommt, also der Kettenbruch sich mit einer ganzen 
Zahl schliefst, oder ein negatives Glied entsteht, wenn auch das vorgelegte 
Schema keines enthält. Diese Erscheinung tritt namentlich immer dann 
ein, wenn die einzeluen Glieder des gegebenen Schema'« ächte Brüche 
sind , welche ganze Zahlen zu Zählern und Nennern haben. Man über- 
zeugt sich hiervon leicht durch den Versuch^ einen beliebigen ächten Bruch 
B 

in einen Kettenbruch von der Form 

i « 
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in welchem die einzelnen Glieder * • -m 

~ i ~~ » ~~ » • • • 

"1 "* "8 ' ' 

sämmtlich ächte Brüche sind, zu verwandeln« 

I. Wir wollen zuerst voraussetzen, dafs die Glieder des Ketten- 

braches sämmtlich positiv sind. Soll nun —r in einen Kettenbruch von 

i" , */ . < . '.i i i.. ' : ' •• i lj i't ■.•>!;■ ! 

Jy 

der obigen Form (1) umgewandelt werden , so mufs man dem *j zuvör- 
derst den Zähler b x verschaffen nnrf dann seinen Nenner in zwei Theile 
zerlegen, von welchen der eine a x ist. Diefs geschieht durch folgende 



Rechnung : 



B b x 



A b±A 
ß 

Soll diefs gleich dem in (I) stehenden Ausdrucke sein, so folgt daraus die 

Gleichheit der Nenner, also 

b x A . 
1 = + - 



B 1 iA 



Ä 3 + • • • 

oder t\ 



wenn wir der Kürze wegen 

b x A~« x # = C 



setzen, 

(«) 

Es ist ferner 



C b^ 



■j. 



und wenn diefs dem Kettenbruche in (2) gleich sein soll, so folgt 

1 g ^*4~ Vi ** r '•■ / - •'• • 

Ä 4:T 
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oder 

b-B-a % C b % 

und wenn wir 

b % B — a % C b D* 
setzen, i 

(3) - = -2 

v ■' ■■ . < ■ ! C imij'Awvw . * •. . * 

Man übersieht leicht, wie diese Rechnung weiter geht. Werden 
nämlich die Zahlen C, D, E, i . . aas folgenden Gleichungen bestimmt: 

E zz= b.C — a.D 
u. s. f. 



» • ♦ 



so ist 

(4) 

(&) 



B b^ 



A , b ± \ , - : j! 



D Ii, 

•>+a 4 +... 

m _' = 14 



fl 4+ :ii -i— 



u. s. w. 

Nun oonvergirt aber der unendliche Kettenbrach 



ganz sicher, wenn überhaupt immer 2> ft n ist, weil dann gewife 



dm. ö_ ■ , 



ist, und sein Gränzwerth mufs ein ächter Bruch sein, weil er kleiner als 

b * 

der erste Näherungsbruch — , und dieser selbst ein ächter Bruch ist. 
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ß 

Wollen wir also ^ in den unendlichen Kettenbroch (4) verwandeln, so 
B 

muls -3 ein ächter Bruch sein. Die nämlichen Schlüsse sind aber auch 

A ■ » 

auf die Gleichuog (5) anwendbar. Hier ist ebenfalls der Kettenbruch rechts 
ein unendlicher convergenter und sein Gränzwerth < 1. Es ist also auch 



C <■ 

^ ein ächter Bruch. Aus den nämlichen Gründen sind ferner die Brüche 
D E 

^, jz u.s. f. ächte Brüche. Hieraus folgt nun der Reihe nach 

^ u : < 

/?>C, CZ?>D, D>E u.s,f. ' 

oder ii >1 1 .>i i. t it, r .; 

A^>B^ C> D^E etc. . :j 

Die Zahlen A, B, C, D, . . . bilden also eine anendliche abnehmende 
Reihe. Sie sind aber auch sämmtlich ganze Zahlen, wie man sogleich 
aus ihrem oben angegebenen Bildungsgesetze ersieht. Wenn aber eine 
Reihe von positiven ganzen Zahlen ins Unendliche abnimmt, so mufs sie 
an irgend einer Stelle ins Negative übergeben. Diefs kann entweder mit- 
telst eines Darenganges durch die Null, wie in 

6, 4, 2, 0, —2, —4, ... 

oder mit Uberspringimg der Null, wie in ^ ^ 

5, 3, 1, — 1, — 3, — 5, ... 

geschehen. Im ersten Falle u. Oiste also eine 1 der Zahlen A, B, C, 
D, . . ., mithin auch einer der Brüche • 

B € D E 

A* B> C* D* " ' 

d. h. einer der Kettenbrüche: 



— j- y — y 

a i + r-j: — a *~^~ * 4- 

**j -j— ... «j ... 



k * TT > u * *• 

gleich Null werden, was nicht möglich ist. ^ L k>Vm - 

Im zweiten Falle mnfs in der Reihe A, B, C, />,..-. M,N,P 9 ... 
eine der Zahlen, etwa AT, die letzte positive, und die darauf folgende 2V 

N 

die erste negative, also der Quotient ^ negativ sein. Es niüfste also 
auch der entsprechende Kettenbruch, etwa 
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ff_ « , I • • • 

einen negativen Werth haben , was unmöglich ist. 

Aus diesen Betrachtungen folgt nun, dafe es nicht möglich ist, einen 
rationalen ächten Brneh in einen unendlichen Kettenbrueh »» verwandele, 
dessen Glieder ächte Brüche sind und ganze positive Zahlen zu Zählern 
und Neonern haben, weil früher oder später ein Glied erscheint, dessen 
Zähler die Null oder eine negative Zahl ist. Man übersieht auch gleich, 
dafs dieses Glied um so früher eintreten wird, je kleiner die Zahlen A 
und B selbst sind, weil dann die Reihe A, B, C, D, . . . bald ins Ne- 
gative übertritt, dafs dagegen für sehr grofse A und B viele Glieder des 
Kettenbruches positiv sein können, well die Reihe A y B, C 9 . . ., wenn 
sie hoch anrängt, lange zu laufen hat, ehe sie das Gebiet des Negati- 
ven erreich!» 

Wen» aber nun umgekehrt ein unendlicher Kettenbrueh von der Form 
gegebe» wird: . . / f 

a l i X* 

S "l * * * 

b b b ' ' ' :< 

worin — , — , ... sämmtlich ächte Brüche, a l9 a t , . . . b v 

a i °a a t 

b ti ... ganze positive Zahlen sind, so kann derselbe nicht einen ratio» 
nalen ächten Bruch zum Gränzwerthe haben , weil sonst gegen die Vor- 
aussetzung ein negativer oder ein sieh anpullirender Zähler in demselben 
vorkommen müfste. Aber der gesuchte Gränzwerth ist sicher ein ächter 

b ' 

Bruch, weil er unter dem ersten Näherungsbruche ^i, der selbst äebt 

ist, liegen mufs. Es kann folglich der Näherungswerth des ganzen un- 
endlichen Kettenbruches kein rationaler, sondern er mufs ein irratio- 
naler ächter Bruch sein. Diefs stimmt auch ganz zu der Bemerkung, 

B " 

dafs der aus -7 entstehende Kettenbruch desto mejir positive Glieder ent- 

B 

hält, je gröfser A und B sind. Bedeutet aber. eine« irrationalen 

ächte« Bruch, so sind B und ^unendlich grofse Zahlen; der Anfang 
der Reibe A 9 B, C, . . . liegt also über jeder angebbaren Zahl (wie 
bei der Reihe der nalürlichen Zahlen, rückwärts genommen) und folglich 
kann die Reihe A, B, C, ... selbst ins Unendliche fallen, ohne nega- 
tiv zu werden. - 1 
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II. Ganz ähnliche Betrachtungen lassen sieb für diejenigen Ketten- 
brüche durchführen, in denen alle Glieder, mit Aosnahme des ersten, ne- 
gativ sind und ganze Zahlen zu Zählern und Nennern haben , vorausge- 
setzt noch , dafs von irgend einer Stelle an die Nenner ihre zugehörigen 
Zähler um mehr als eine Einheit übertreffen. 

Ist nämlich 

(8) 



Ä j ~~" ~ • • • 

der gegebene unendliche Kettenbruch, in welchem 

b 1 b^ b 9 

~ » 7" * Z~ * * • • 
a l a 2 a % 

ächte Brüche, a 19 a %9 . • • b 19 b %9 ... ganze positive Zahlen sind, so 

B 

würde der Versuch , einen rationalen Bruch -j in jenen Kettenbruch zu 

verwandeln, zu folgenden Rechnungen veranlassen: 

B b { 

A — b±A 
B 

soll diefs gleich dem Kettenbruche in (8) sein, so folgt 

b.A b„ 

1 — a 



B 1 b 3 



mithin 



<Zg . . . 



oder für 

W { C _ *a 

rt. a 



Ferner ist 



* «4 



* * » 

c __b % 
B bjJB 

C 



und wenn diefs gleich dem Kettenbruche in (9) sein soll, so mufs 
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I 



• * 



oder für 

( a^C — b % Bz=D 

(l0) * _ 's 



i 



C Ä 4 
ö % - 



*6 



«6 



seio. Ebenso wäre ferner für 

a n D — b 9 Cz=E 



E _ *4 



D b b 



5 

flg — * . • 

u. s. w. 

Vorausgesetzt nun, dafs in allen den einzelnen Kettenbrücben 

b b 

— r- , — j- U. S. f. 

a x s fl » 

• • « 9 

die Nenner ihre entsprechenden Zähler um mehr als eine Einheit über- 
steigen, so sind die Werthe aller jener Kettenbrüche, mithin auch die 
Brüche 

B C D E 
A y B' C* D' 

positiv und kleiner als die Einheit, mithin 

JZ>B> By>>C, C>D, D>E u. s. f. 
Hier sind nun ganz die nämlichen Schlüsse anwendbar wie früher, aus 
welchen folgt, dafs eine der Zahlen A, B, C, ... gleich Null oder ne- 
gativ werden mufs, was nicht sein kann, weil alle die einzelnen Ket- 

t lh SS \\A 

IC El D I 11 L fl L 

h ^ „ s f 

a n _ti 

a l — 1 fl a 

• • • ^3 ' • • • 

positive ächte Brüche zu Gränzwerthen haben. Es ist also die Voraus- 
setzung, dafs der unendliche Kettenbruch 

b. 



a i - 
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einen rationalen Bruch zum Gränzwerlhe habe , falsch , und er hat dem- 
nach einen irrationalen Gränzwerth. 

Diese Betrachtungen würden aber nur theilweise passen , wenn von 
irgend einer Stelle an die Nenner des Kettenbruches ihre Zähler nur um 
eine Einheit überstiegen. Wäre z. B. der Kettenbruch von der Form 

*i 

■ 



a % - 



*3 



-f 1 — . . . 

wo nur die ersten zwei Nenner ihre Zähler um mehr als ciue Einh 

steigen , so setze man den Werth desselben = —z : man hat dan 

A 

a x B — b i A = C 
B b 3 




*4 



und für 



b± -|- 1 ... 
a % C — b % B = D 



C 



K 



B C D 

Nun ist der Reihe nach <C 1 , « ^ 1 > a ^ )er n i c h t ^ 1 , weil 

der Gränzwerth des entsprechenden Kettenbruches die Einheit ist. Man 
hat also 

A ^ B, B^ C, C = D = J£ . . . 
Hier geht also die Abnahme nicht ins Unendliche, sondern nur bis zu einer 
gewissen Stelle. Es sind also die weiteren Schlüsse nicht, wie vorhin, 
anwendbar; dagegen hat man wegen D = C auch 

a t C — b % B = C 

folglich 



C = 



ferner : 



woraus 



a % — i 



a x B — b x A = 



b % B 
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folgt. Diefs würde man auch unmittelbar erhalten, wenn man bemerkte, 
da Ts der in Rede stehende Kettenbruch dem folgenden 



»i 



..-*»- 



1 a —1 

gleich ist und diesen einrichtete. 

Fassen wir nun alles Bisherige zusammen , so können wir das Theo- 
rem aussprechen: 

Wenn in dem unendlichen Kettenbruche: 



IT. 



•-«a± — 

alle einzelnen Glieder ächte Brüche sind , welche ganze Zahlen zu 
Zahlern und Nennern haben , wenn ferner von keiner Stelle an der 
Gränzwertb des übrigen unendlichen Keltenbruches der Einheit gleich 
ist, so bat der genannte Reitenbruch einen irrationalen ächten Bruch 
zum Gränzwerthe. 

Wir werden später von diesem merkwürdigen Satze einige Anwen- 
dungen machen. 

Die Reste der Kettenbräohe. 

Schon bei der Verwandlung eiues gewöhnlichen Bruches in einen 
Kettenbruch von vorgeschriebener Form begegnet man der Erscheinung, 
da Ts der Nenner des letzten Partialbruches einen Rest bei sich fuhrt, der 
aus der Natur der ganzen Rechnung von selbst hervorgeht; so war in den 
früheren Beispielen 

289 2 _ 2 

761 ~ , 77 ~ ,4 



289 1 n . 617 

7 + 77" 



2 



5 + i 



1 + '- 



5091 

9 — 



617 

Das allgemeine Schema derartiger Kettenhrüchte ist 
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(1) 

«. + — — 

' a * + r* 

und hier entsteht iura die FVage, ob man berechtigt ist, den Rest r n weg- 
zulassen , sobald die Anzahl n der Partialbriiche ins Unendliche wächst. 
Man kann diese Frage auch so formulireti : ,, unter welchen Umständen 
bat die Differenz der beiden Keltepbrüche 



+ • . jl b n 



(2) 



und 



» * ■ 



+ 



' ■ 7 



für unendlich wachsende w die Null zur Gränze," denn es ist unmittelbar 
klar , dafs in den Fällen , wo dieser Gränzwerth stall findet , beide Ket- 
tenbrüche identisch werden , sobald man sie ins Unendliche fortsetzt. Es 
läfst sich nun leicht vermuthen, dafs die Weglassung des Restes, ähnlich 
wie bei den Reihen, dann erlaubt sein werde, wenn er selbst sich der 
Gränze Null nähert ; indessen bedarf die Sache doch einer genaueren Un- 
tersuchung, weil diefs, wie man gleich sehen wird, nicht der einzige Fall 
ist, in welche«! die Differenz der in (2) und (3) verzeichneten Ketten- 
brüche die Null zur Gränze hat. 

Bezeichnen wir die Kettenbrüche 

b h 

Ii Ii 

mit , ^*=± und den Kettenbruch in (3) mit so ist nach einer 

9«-. 9n 

früheren Formel 

p 

Der Kettenbruch (2), dessen Werth durch ^ angedeutet werden m 
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entsteht aber aus dem in (3) dadurch, dafs man a n + r Ä für o„ setzt; 
es ist also 

P» _ <«. + rJ»v., 

Qu <«« + rJ U-x + f 

a u + K 9n~* + 7»-! % 

mithin , wenn man für p Ä und </ w ihre Werthe ans (4) setzt, 

= Pn + Pn^'n 
Qu 9n + r » 

Um nun die Differenz der Kettenbrüche (2) und (3) in Rechnung zu be- 



kommen , ziehen wir beiderseits — ab , wodurch bei Reduktion auf glei- 
dien Nenner zum Vorschein kommt: 



• Pn 



_ Pu-xlu'* — P*q*- X r % = _ r m Pu1u- t —9uPu-i 
(9u + 1u-x r n ) q n q n + i ' 7» 

Es ist aber ferner 

Jl Pu-x _ Pnln-i — luPu-i 
9u ?n-i 7» 

folglich durch beiderseitige Multiplikation mit 

Hier ist die rechte Seite nichts Anderes, als der zweite Faktor in der 
Gleichung (5). Substituten wir dort die linke Seite unserer Gleichung 
für denselben , so wird 

(6) p u Pu = ?»-i r » (Pu Pu-l\ . i 

Qu tu 9u-x r u + 9u\9u 9n-J 

Hier haben wir nun zwei Fälle zu unterscheiden. 

I. Es seien alle in (2) und (3) vorkommenden a, b und r 9 mithin 
sämmlliche Glieder und Reste positiv. Dann sind auch alle p und q po- 
sitiv und der erste Faktor rechts in (6) ist ein ächter Bruch , der zweite 
eine GrÖfse, welche beständig abnimmt, ohne dafs sie sich jedoch der 
Null zu nähern brauchte. Soll aber der gefundene Ausdruck sich der Null 
unbegränzt nähern, so mufs einer der beiden Faktoren selbst die Null zur 
Gränze haben. 

Nun läfst sich der erste Faktor auch in folgender Form schreiben : 



9u-i r u 
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und wenn diefs die Null zur Gränze haben soll, mute 

Lim — = oo 

sein. Man hat aber ferner 

Hier ist nun ganz sicher Lim —2*—. — oo wcnD SCDOn Lim ^=00 
ist, weil das, was zu ^ noch hinzukommt, um die Gleichung herzu- 



stellen, eine positive Grobe ist. Die Differenz zwischen den Ketten- 
brachen (2) und (3) nähert sieh diso gewifs der Null, ~— 

■ ■ ■ 



(7) lim -f = 00 



ist, was entweder dadurch geschehen kann, dafe IAma % = oo und 
lÄmr n eine endliche Gröfse ist, oder dadurch, dais Um a % von Null 
verschieden und Limr n = 0 ist, wie wir früher unmittelbar bemerkt ha- 
ben. Da der erste Faktor in (6) ein ächter Bruch bleibt, so könnte 



^(ä-9 = ° . 

auch dann werden, wenn Lim — P^A , d. h. Lim 4 =- 0 

würde. Diesen Fall haben wir schon untersucht; er ist derjenige, in 
welchem der Kettenbruch (3) convergirt. Die Differenz zwischen den 
KeUenbrücben (2) und (3) nähert sich also auch dann der Null, wenn der 
letztere convergirt, was immer geschieht, wenn 

(8) ' > 6 

ist, wie bereits gezeigt worden ist. \ 

, % II. Weniger einfach gestallen sich die Resultate, wenn die Gröfsen 
h *>b z , b Ai . . . und r m negativ, also die Glieder, mit Ausnahme des 
ersten , negativ sind und die Keltenbrüche (2) und (3) die Form haben : 

* t 

* \ - • — « • ■ ■ 1« 

(9) tx. 



a '» 



«1 ■ 



a. 



a n — r n 
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(10) 



a 1 

fl s — • . b 



Hier ist dann 



oder 



Hieraus ersieht man erstlich, dafs die fragliche Differenz zwischen den 
Kettenlrtfeaen (9) und (10) sich der Null nähert, wenn die fs nvit r % der 
Fall ist, was wir schon früher unmittelbar bemerkt haben. Es giebt aber 

noch einen zweiten, günstigeren Fall. Ist nämlich der Kettenbruch (10) 
ein convergenter, was immer statt findet, wenn seine einzelnen Glieder 
ächte Brüche sind « so bat mau 

Um (?* ?*=zi\ = o 

Daraus allein folgt aber noch nicht, dafs der Ausdruck in (11) sich der 
Null nähert, weil es geschehen könnte, dafs in dem ersten Faktor 

f * 

Li m — X2_ Ä 1 

mitbin . . . i . j : ,» • . . 

lün _ — oo 

-1» i 

wäre. Es würde dann der ganze in Rede siebende Aasdruck an* zwei 
Faktoren zusammengesetzt sein, von denen der eine immer zu-, der an- 
dere beständig abnähme, und es könnte dann das Produkt eine endliche 
Gröfse zur Gränze haben. Wir müssen daher noch darauf sehen , dafs 

Lim 9n von der Einheit verschieden sei. Sind nun alle Neuner a 

gröfser als die Zähler b , was wir der Convergenz wegen voraussetzen 
müssen, se ist jeder Näherangsnenner q u grösser als der vorhergehende 

mithin t. Diefs hindert aber nicht, dafs Lim = 1 

sei (wie z. B. Lim — für wachsende m). Ferner ist 



*) Der Beweis davon, dafs hier immer q n > 9n— 1 i»*i 
wühlte schon, dafs > sei, so mufs auch 
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Lim -A- = Um-**- . Lim*- ' 1 

Da nun möglicher Weise der erste Faktor sich der Einheit nähern kann, 



{ 

so mufs , wenn wir sicher geben wollen , Lim — von der Einheit ver- 



schieden sein. Die Differenz zwischen den Kettenbrüchen (9) und (10) 
nähert sich also auch dann für wachsende n unbegränzt der Null, wenn 
der Kettenbruch (10) oonvergirt, was nur unter der Bedingung als gewifs 
behauptet werden kann, dafs alle die Brüche 

*i b % b t 

*1 a t a 9 

ganzzahlige ächte sind und wenn zugleich in (9) Ldm r n %i ist. 



§• 79. 

Verwandlung von Quadratwurzeln In Kettenbrüche. 

Eines der einfachsten Beispiele für die Darstellung von Funktionen 
durah Kettentriebe geben die Wurzeln der algebraischen Gleichungen 
zweiten Grades. Aus der quadratischen Gleichung 

(1) x* + 2<Kr 5=3 * 
findet man nämlich auf gewöhnlichem Wege 

(2) x =r —a± V^JTb 
andererseits fst »ber aneb ans Na. (1) 

b 



4 < 



5 * 

•ein. Denn da wir a„>o n nnd beide als ganze Zahlen voraussetzen, so muh «« 
wenigstens um eine Einheit > b n sein. Wäre im angünstigsten Falle a n =b n -\- i, 

so wäre — — -r ■=» i , also die obige* Ungleichung richtig ; ist aber a n um mehr als 
°« — * 

eine Einheit von b- verschieden, so ist -— ein ächter Brach, also o-i, om so 

' * 

mehr gröfser als ein Theil von q B _ a , da es schon gröfser als das ganze vor- 
ausgesetzt wird. Aas jener Ungleichheit folgt nun (a Ä — 1) q %m _ l > b % q^^ oder 
a«9,»_, — * >9n— i» oder vermöge des Werth«« der linken Seite g Ä . 
Ist also q„_, > 9«—! >- »o ist auch > O,*^. Man hat aber q t a lt q t = 
a x o a — b, ; ferner offenbar a t o t > a x -f- a a , ausgenommen im Falle a, «= o„ = 2; 
da aber a, > b a ist, so hat mau gewifs in jedem Falle a x a % > o t -J- b a , oder 
a, a a — b a > o 1 , d. h. tj a > g r Nach dem vorher bewiesenen Satze folgt nun 
für n =• 3 , q t > g„ , für n = 4, q 4 > o, a u.a. f. , also übethanpt 

9» < 9a < U < «4 • • • 
Die Nenner der successivett Näheruogsbrüche bilden mithin eine steigende Reihe, 
w. z. b. w. f 
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Indem man hier für x den ihm gleichgeltenden Brach rechter Hand mehr- 
mals substituirt, erhält man der Reihe nach 

b 

b 

* = -> 7 

2a + * 



2a + x 

w 

u. s. f. 

überhaupt, wenn man 9t Partialbrüche veraussetzt, 

b 

2a + 



.!•/.*' ■ 2a -f* 

Soll nun dieser Kettenbruch ins Unendliche fortgehen , so müssen die Kri- 
terien des vorigen Paragraphen herbeigezogen werden, da aus ihnen zu 
entscheiden ist, ob man das rechter Hand befindliche x weglassen darf 
oder nicht. Wir haben zu diesem Zwecke die Falle zu unterscheiden, ob 
der Kettenbruch positive oder negative Glieder enthält. 

I. Sind a und b positiv und verstehen wir unter x die positive Wur- 
zel der Gleichung (1), so dafs also ausschließlich 
(5) x = — a -f- V a * + b 

ist, so sind die Voraussetzungen erfüllt, welche wir unter No. I. des 
vorigen Paragraphen über die a und b y sowie über r n = x gemacht ha- 
ben ; ferner ist 

Um = **? > 0 

indem wir den Fall o = 0 ausschliefsen. Wir haben daher für positive 
a und b ohne weitere Determination die Gleichung 

b 

— b 
ia-\ 



+ 

und indem wir für x seinen Werth aus No. (5) einsetzen 
(6) V&+h = a -f * 

b 



2a + 



2a -f- . . . 



Digitized by GoogU 



Cap. XIX. Die wichtigsten Eigenschaften der Kettenbrücbe. 321 

Mittelst dieser Formel ist es sehr leicht, irrationale Quadratwurzeln iu 
unendliche Kettenbrüche zu verwandeln ; man hat hierzu nichts weiter nö'- 
thig, als die gegebene Zahl in zWei Theüe zu zerlegen, von denen der 

erste ein Quadrat ist. Bei der Berechnung von V21 z. B. kann man 
fl= 2 und 6= 17 oder auch a = 4 und b = 6 nehmen; diefs giebt 

. 17 : 

V 2 i = 2 + - 

1 .17 
4 + — 



4+ " 



V21 — 4 + 



4 ~\" • • • 

5 



II. Etwas anders wird die Sache , wenn der Keltenbruch (4) 
tive Glieder enthalt. Gehen wir nämlich von der quadratischen Gleichung 

x % — 2ax — — b 

aus, so folgt zunächst 

(7,) x = a + VaT~~b 

andererseits unmittelbar 

' . / ■: 



X = 

2a — x 



mitbin durch mehrmalige Substitution dieses Werthes 

' ' b 
( 8) * — ( , 

2a 



Ii' . 



la — 



2a — . 



2a — x 

Wollen wir diesen Kettenbruch ins Unendliche fortsetzen , so mufs nach 
den in No. II. des vorigen Paragraphen gegebenen Erörterungen entweder 
r u = x die Null zur Gränze haben , oder der Kettenbruch mufs conver- 
giren und zugleich x von der Einheit verschieden sein. Die erste Bedin- 
gung ist hier wegen der Unveräuderlichkeit des x nicht erfüllt und wir 
können uns daher nur an die zweite halten. Nun findet Convergenz 
statt für 2a^b, und damit a + Va a — b nicht = 1 werde, mufs 

+ Vq* — b *l-od.h. a* — b % (1 — a)* oder endlich 2a % b + 1 
sein. Nehmen wir hier das obere Zeichen, so ist die vorige Bedingung 
mit erfüllt und wir haben dann 

SehlÖmilch Analysis I. zweite Aufl. 21 
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(») 



2tf — . 

• . in 



Hier ist noch zu bestimmen, welcher von den beiden positiven Werthen 
des x durch den Kettenbruch dargestellt wird ; für diese Bestimmung reicht 
es hin, zu bemerken, dafs der Gränzwerlh des ganzen Kettenbruches 
ein achter Bruch sein mufs, weil seine einzelnen Glieder selbst derar- 
tige Brüche sind; nun findet man aber, dafs zufolge der Determination 
2«>6-f-l 

a \ V a * — b >» 1 und a — V a* — b 1 
ist, und es darf daher nur das untere Vorzeichen, also x nur = 

a — Va % — b genommen werden. Mittelst dieses Werthes von x er- 
giebt steh ans der Formel (9) 



b 



(10) V fl * — b = a , 2a>*-fl 

2a r 



2a — 



2a — ... 

In dem Falle 2 a = b -f- 1 ist nach den früheren Untersuchungen (S. 304) 
die Einheit der Gesammtwerth des Kettenbruches ; dasselbe Resultat lie- 
fert auch die obige Formel und sie gilt daher unter der erweiterten Bedin- 
gung 2o = b-\- i. 

Für 2a <C*b \ darf man die Richtigkeit der Formel (10) nicht 
mehr behaupten, ja sie würde sogar bei dieser Ausdehnung auf Wider- 
sprüche führen; für a = 2, b = 17 z. B. erhielte man 

17 



V— 13 = 2 — 



4- 17 



4 — ... 

und diefs ist offenbar unrichtig, da der Kettenbrucb, wie weit er auch 
fortgesetzt werden möge, immer nur reelle Werthe besitzt und diese reel- 
len Brüche eine imaginäre Zahl nicht zur Gränze haben 
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C a p i t e 1 XX. 

Die Verwandlung von Reihen in Kettenbrüche. 

§• 8Q. 

Verwandlung einer beliebigen Reihe. 

Das Verfahren, dessen wir uns bedient haben, um gewöhnliche Brü- 
che und Quadratwurzeln in Rettenbriicbe umzugestalten, kann, mit einer 
kleinen Modifikation auch auf jede endliche Reihe 

angewendet werden. Bezeichnen wir die Summe derselben mit f(n) und 

» 

den Quotienten — mit w t , so ist zunächst 

(i) /( . ) = L + L + L + ... + !_ + l 

V 0 "l r * ?» 

und auf ganz gleiche Weise 

/<«-,) = L + L + L + ... + i_ 

v o w i v % V-i. ., 

und mithin durch beiderseitige Vergleichung 

Durch Umkehrung und Subtraktion von v % folgt weiter 

J — fo,) 2 f(n— \) _ _ («>.)» 

oder, symmetrischer dargestellt, 



Bezeichnen wir zur Abkürzung wie folgt 

(») ^ - = m 

so geht die vorhergehende Gleichung in die nachstehende über 

(3) y<"> = - „ i , {9 £ mia — r> 

Dieser lassen sich folgende ähnlich gebildete Gleichungen an die Seite 
stellen : 

i . . 21* 
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9>(» — 2) = — 



(V 2 

= " + 9(D 
^ = ~ tt + + 9(0) 

1 



— v t 



nnd hierbei ist in der letzten Gleichung *(0) — ^ 
J t? A = 0. Indem man nun jede Gleichung in ihre Vorgängerin 

1 's 

substiluirt und auf diese Weise bis zur Gleichung (3) rückwärts schreitet, 
ersieht sich 

(»«)* 

= ~ (vZ^ 



j 

Aus der Formel (2) folgt aber 



1 

/<*) = 



und hier kann man den soeben für g>(») gefundenen Kettenbruch einsetzen. 
Substiluirt man zugleich für f(n) die ursprüngliche Reihe mit umgekehrter 
Anordnung der Glieder, so ist 

L + l_ + i_ + ... + L + L 

1 

= (^« 

; »- + T (CT 

"•-i + ■"•-» — 7, / 

• * 

v i + »o 

oder endlich, wenn ü n = * 0 » ü *-i=*n <V-« = f* etc - gcselzt wird, 

i L 1 I 4 _I_ 1 1 

r » T r 8 . 



C»-i)' 
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Diese Formel dient nun zur Verwandlung einer endlichen Reihe in einen 
endlichen Keltenbruch. Enthält die Reihe wechselnde Vorzeichen, so ist 
dasselbe Verfahren anwendbar und giebt 

(5) z — r + t — ••• + — t — 

*0 f l f 2 l n 



'i-'o + 



+ 



wie man auch kürzer aus der Formel (4) findet, indem man —^ t l , — l s , 
— 1 6 etc. an die Stellen von t x , t , , f ft etc. treten läfst. 

Es hat keine Schwierigkeit, aus den Formeln (4) und (5) noch an- 
dere abzuleiten, welche sich auf besondere Voraussetzungen beziehen. 
Nimmt man z. B. 



uud schafft die Brüche aus den einzelneu Gliedern der Ketlenbrüchc weg, 
so findet man: 

i . X , X 2, . , x H 

1 



(6) r + r + r + --- + r 

«O «1 «2 



a 0 x + a^^L 



«** + «3 — • 



(7) i--* + i=^ 

«o «i «i 1 



1 <«l)** 

a t — a 0 x -f — 1 



Für a 0 =s « 0 , a 1 = « 0 u l , a 4 = « 0 a t « t u. s. f. ergiebt sich hieraus 
nach gehöriger Hebung 
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(8) L 4- + _* + . . . + 



o <, o Ä i Ä o*i*e Ä © a i«»» 
! 



« 0 * 



a + ,_?l* 



*0 a e"l * r 0 Ä I ft 2 tt Q a l"' a n 

■ 

- t «0* 

. a.x 



a n x 



• v « i j 



— X + ^*^ j- 

A j — * X -j— • U X 

i • 1 ■ . , ** . TT ? ■ . . .. 



. • • • 



Nimmt man beispielsweis in der Formel (8) 

Ii & 

*<> = *> ^=7^1' "t^n^i* 

so steht linker Hand die binomische Rettin , setzt man dafür forte Stimme 
(1 -|- a:)* und schafft rechter Hand die Brüche weg , so findet Sieb 

(10) <!+*>• 



1 — 



(» — l)jr-|-2 — 



(» — *)*-j-3 — . # (» — !). Ijt 

ix -\- n 

Aus den bisherigen Kettenbrücben für endliche Reihen lassen sich 
unmittelbar Kettenbrücke für unendliche Reihen herleiten , indem man die 
Zahl n -f- 1 , welche die Anzahl der Reibenglieder und ebenso der Ketten- 
bruehglieder bestimmt, ins Unendliche wachsen läfst. Eine besondere 
Vorsicht hierbei ist nicht nöthig, denn jeder Näherungsbruch des Ketten- 
bruches bildet den Repräsentanten vou so Viel Gliedern der Reihe , als er 
selbst Glieder enthält; convergirt als« die unendliche Reihe, so mufs der 
Kettehbrueh ebenfalls eonvergiree , und auf gleiche Weise zieht die Di- 
vergenz der Reibe die Divergenz des Kettenbruches nach sich. So hat 
man *. B. euB No. (7) für 

a 0 = 1 , flj = 3, fl a = 5, a t = 7 , . . ♦ . 

wenn die Reihe ins Unendliche fortgesetzt wird, 
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i 



i 2 X 

i + 



3 — lx -| 



Für ar S i cnuvergirt die Reibe linker Hand; setzt man x = z* um 
tiplizirt beiderseits mit z, so lafst sich die Summe der Reibe angeben und 
ist Arctanz; man gelangt so zu der Formel 

(U) Arctanx = I— 

I 1 ** 4- -— • ' 

& ~ 3 - + 7-5*» + ... 
Für z = 1 liefert sie das zuerst von Brouoker angegebene Resultat: 

n 1 



(12) 



=»2 



2 — |— ... 

welches die Umsetzung der Leibnitz'schen Reibe in einen unendlichen 
Ketteubruch darstellt und ebendeswegen dieselbe langsame Convergenz 
wie jene Reihe besitzt. — Aus der Formel (8) Gndct man ebenso leicht 
für a 0 — i , «j = 1 , « a = 2 , « f = 3 etc. 

(«) e* = -i- - 



1 — 



3 -\- r — ... 

und es wurde überbaopt nun keine Schwierigkeit mehr haben , säramlliche 

bisher entwickelte Reihen in Kettenbrüche umzusetzen. 

• ; J , f. \ 

§• 81. 

Verwand lun s einer Reihe von besonderer Form. 

0ei den Untersuchungen des vorigen Paragraphen blieb die Reihe, 
um deren Verwandlung in eiuen Keltenbruch es sich handelte , völlig all- 
gemein; ist dieselbe aber von besonderer Form, so können besondere Me- 
tboden angewendet werden. In dieser Beziehung ist die 
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1 l.y 1 1.2.y(y + l) 

a(« + D (« + a>. ?«* + *) fl + a) . . 

T 1 .2. 3.y(y+l) (y + 2) ' " 

von Interesse, welche die meisten der in der algebraischen Analysis vor- 
kommenden Reihen als spezielle Fälle in sich enthält. Sie convergirt für 
alle x> deren absoluter Werth weniger als die Einheit beträgt , wie auch 
somit c, ß und y beschaflen sein mögen, für x = i convergirt sie unter 
der Bedingung y :> « + 0, was man unter Anwendung der in §. 32. ent- 
wickelten Lehren bald finden wird. Unter Voraussetzung ihrer Conver- 
genz bezeichnen wir ihre Summe mit F(a, ß, y) , so dafs also die 
Gleichung 

(U H*> P,V) — 1 + i y * + 1.2.y(y+l) * 

. «(«+D (« + 2) . Ptf+i) «3 + 2) 
T 1.2.3.y<y+l)(y + 2) 1" ' ' ' 

statt findet; es ist dann auf gleiche Weise 

(2) fr+l, y+1) = 1 + a ' (ß V ] * + ■ (ß+W+*) * 
W^Pt'»^ ^ 1 . (y+1) T 1.2. (y+i) (y+ 2) 

«(«+1)(tf+2).(j3+1)(j3+2)(j3+3) 

1.2. 3. (y+1) (y+2) (y+S) * + ' ' " 
und wenn man hiervon die Gleichung (1) abzieht, so ergiebt sich das 
wichtige Resultat, dafs die Differenz der beiden obigen Reihen wiederum 
eine Reihe von derselben Form ist. Man bat nämlich 

F{a, ß+i, y + D — F(a, ß, y) = 
«(r-fl* n ■ («+*)«*+*) .. ■ , 1 

y(y+i)L + i (y+2) + i . a . <H-«> <H-a> x + * J 

d. i. 

(3) F(a, ß+i, y+i)-F( a , /S, >) = "^l* F(«+i, ß+i, y+2) 

Diese Eigenschaft läfst sich benutzen, um zunächst den Quotienten der 
Reihen (1) und (2) und dann die Reihe (2) oder (1) selbst in einen Ket- 
tenbruch zu verwandeln. Man erhält nämlich aus der Gleichung (3) durch 
Division mit F(a, ß+i 9 y + 1) sehr leicht 

m * F(a > ?> y ) = «(y—ft* j 

K) ' F(a, ß+i, y+1) y(y+l) ' F(«, ß+i, y + 1) 

F(*+i, ß+i, y + 2) 

Hier wollen wir der Kürze wegen 

/cx «(y — ß)* /•/ /? v 

und 



• I' > 
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<« r + D = ß ' r) 

setzen. Wollen wir durch Einführung dieser Abkürzungen die Gleichung 
(4) in die möglichst bequeme Form bringen, so wird es zuvörderst nöthig, 
den auf der rechten Seite dort vorkommenden Quotienten 

P + l, y+D 
*>+i, 0 + y + 2) 

ebenfalls durch die Funktion t|/ auszudrücken. Vertauschen wir zu diesem 
Zwecke die Gröfsen a und ß in der Gleichung (6), so erhalten wir 

(7) Kß, «, y) _ f(ßf 

Da nun aber die Gröfsen a und ß in jS, y) symmetrisch vorkommen, 
so kann man sie ihre Plätze wechseln lassen, ohne dafs F(«, jS, y) sei- 
nen Werth änderte. In der Tbat ist 



■ • 



1 • y • 1 . 2 . y (y+ 1) 

+ l.y + i.2.y(y+l) x +" 
d. h. F(a, /S, y) = F(|J, «, y) und aus demselben Grunde bat man auch 
F(" + 1 , 0, y + 1) = « -f 1 , y + 1). Unter Benutzung dieser 
Resultate geht die Gleichung (7) in die nachstehende über: 

y) ~ />+!, 0, y+i) 
aus welcher dadurch, dafs man ß -\- 1 und y+1 für ß und y setzt, die 
folgende entspringt: 

WT ' ' yt ^ F(«+i, ? + i, y + 2) 
Der hier stehende Quotient ist aber derselbe, welcher auf der rechten 
Seite der Gleichung (4) vorkommt ; subslituiren wir also seinen Werth 
dort hinein , so ergiebt sich wegen der Abkürzungen in (5) und (6) 

* 

1 -«„, ß, y) =/(«, ß, r) ^ l(ß+it i a> y+1) 

oder 

(8) "" )ei - ^-H',I:?+.) 

Setzt man hier für a, /?, y der Reihe nach: 0 + 1 , a, y + 1 , so wird 

m *+.. ,+.» = • - JitWÜ* 

Substituirt man ferner in (8) a + 1 , 0+ 1 , y + 2 für «, jff, y, so ist 
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und wenn man für «, ß, y in (8) der Reihe nach |3-f-2, a -|- 1 , y -f" 3 
einführt, 1 

Ol) ^ + a, « + y + 3) _ i-^ + 2 ? + 2 y + 4) 

Man kann auf diese Weise beliebig weit geben. 

Will man nach einer gefundenen Gleichung eine weitere bringen , so 
subslituirt man in die Gleichung (8) für a, ß, y der Reihe nach diejeni- 
gen GrÖfsen und in der Ordnung, wie sie im Nenner auf der rechten Seite 
der schon gefundenen Gleichung hinter stehen. Ein paar allgemeine 
auf einander folgende Gleichungen dieser Art würden sein: 

(13 ) «h+u ^ = , - ^;tv^,^ 3) 

von welchen die erste als alfgemeiner Typus für die Gleichungen (8) und 
(10), die zweite für (9) und (11) gilt. 

Subslituirt man in jede dieser Gleichungen die nächste, indem man 
bei (8) anfängt und etwa bei (12) aufhört, so wird 

i *-H> y+s) 

/(«+», y+2w) 
oKj3+«+l, a+», y+2*+l) 

Vermöge der Bedeutung von ^/(a, j5, y) ist nun 

*(«> y+0 Ä 1 , 

F(a, 0, y) *(a, /?, y) 

folglich 

M4 , • y+*) 
1 ; f<«, ß, y) 

1 



f A«» 0> y) 



/(*+!, /?+!, y + 2) 

«_,fl£±». « + i.r + »> 

1 *. + + y + 2«) 



lKjS + « + l, « + », y + «»+i) 
und dabei sind die verschiedenen Werthe der mit f bezeichneten Funktion 
(&) folgende: 
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, (J . , „ .. i ^ _ «»+<) (/+«—») _ 

«. r + v- (r+1)(/+2) * 

. . . . , .. ((8-4- 2> (y+2 — «) 

Ü. 8. f. 

deren Gesetz leicht zu übersehen ist. 

Um nun den Kettenbruch (14) ins Unendliche fortsetzen zu können, 
ist zuvörderst noch eine Bemerkung nöthig. Der fragliche Kettenbruch 
steht unter der Form 



♦ » 



1 — . k. 

* . 3 



1_* 



1 — . 



1 — (t — 



Setzen wir hier i — o SÄ = r aÄ , so geht der Ketteubruch ganz in die 
Form des Kettenbruches (9) in §. 78. über, und es ist erlaubt, den Rest 
r t» wegzulassen , wenn .sich derselbe für wachsende n unbegränzt Null 
nähert, d. h. wenn 

ist. Dieser Umstand findet aber in der That statt; es ist nämlich 

= + r+2«+i) 

F(* + n + i y + y + 2* + 2) 

(q+«) (/?+„ + !) (c+n)(«+Jt+<)(/>+«+i)W»f») jt , 
i.(y+2«-h<) 1 .2. (y+toi + 1) (y+2* -|-2) 

~i i ( tt +H-i)(/H*+i) ■ ^ (^H-t)('4*+g)(<HH-t)(<HH-a) jl , 

l.(H-2»+2) 1 . 2 . (H-2«+4) (y+2«+3) " r# " 

und Um diesen Quotienten genauer untersuchen xu können , erinnern wir 
an die Definition der sogenannten Mittelgröfse zwischen gegebenen 
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Gröben. Sind nämlich a, b, c, d 9 ... beliebige gegebene Zahlen, die 
wir der Einfachheit wegen als sämmtlich positiv voraussetzen wollen, und 
nennen wir g die gröfste und k die kleinste derselben , so heilst Mittel- 
grofse zwischen a $ b 9 c, d, . . . jede Zahl, die nicht gröfser als g und 
nicht kleiner als k ist, und sie wird durch M(a, b, c, d 9 . . .) be- 
zeichnet. Von diesen MiUelgröfsen gilt der Satz*) 

B 0 + B x + + B 3 + . . . 

A 0 -f- A x -f- A % -|- A^ -|- . . . 

= M ( B ° — — — .\ 
\A 0 Aj A t A 9 ) 

vorausgesetzt, dafs der linker Hand verzeichnete Quotient im Zähler und 
Nenner gleichviel Glieder enthält. Nehmen wir n so grofs, dafs a -\-n 9 
ß + n und y + w sämmtlich positiv ausfallen , so giebt die Anwendung 
dieses Satzes 

r («+») (y+2* + g) («+») (y + 2/*-f S) ~| 
L («+«+1)^+2*+*)' <«+*+2) (y+2*-f2)' ' J 

und wenu n unendlich wächst, 

Lim Q in = M[\ y 1, 1, ] 

d. h. Lim(f in = 1. Wir sind demnach berechtigt, den unter No. (14) 



*} Der Beweis desselben lautet : Nennen wir G den grö'fsten und K den ktein- 

B B B 

sten unter den Quotienten , -~ , — etc. , indem wir dieselben ak positiv voraus- 

A 0 A l A 2 

setzen, so sind die Differenzen 

° 1.» ° X,' G V 

und 

- Ä , A, ~ A, .... 

A o A i -"a 

sämmtlich positiv. Dasselbe gilt noch, wenn man diese Differenzen mit den Faktoren 

> A i t A*> ••' multiplizirt ; demnach sind die Ausdrücke 

A 0 G — B 0 , A t G — B l , A % G — B % , . . . . 

Bq ~~ AqK j B| A }K f B^ ~ A,jK y . . . • 

positiv und ebenso sind es ihre Summen. Man hat demnach durch Vereinigung der 

in jeder Horizontalreihe befindlichen Differenzen 

(ii 0 +A, f i 8 + ...) G -(B 0 +B t +B t + ...) > 0 

(*o + *i + + •••) - <*„ + *i + + ..) « > 0 
und hieraus findet man auf der Stelle 4 

0> Bq + B, + B, + ... 

il„ -f- ji, -|- i( a -|- ... 
Jf < g 0 "T* g l "f* B 2 "I" • • • 

^0 ~f~ "f" ^2 ~T" ••• 



1 

i 



mit der im Texte stehenden Behauptung identisch wird, wenn man die erwähnte 
Bezeichnung der MiUelgröfsen anwendet. , 
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verzeichneten Keltenbrach ins Unendliche fortzusetzen 5 vermöge der Be- 
deutung der Funktion f giebt diefs : 

F(a, y-H) 



(15) 



ß> y) 



o (y — ß) x 



y (y +• i ) 

1 — — 



(ß + i) (y+l — *)x 
, <y + i) (y + g) 

(c + i) (y+< — ß) * 

f (y + «> <y + 5 > 

(j3 + 2) (y + 2 - a) x 



i (y + 3) (y + 4) 



1 — 

und dieses Resultat ist so lange richtig, als die mit F(«, ß-{- 1 , y+l) 
und F(«, /?, y) bezeichneten Reihen convergiren. 

Aus dieser sehr allgemeinen, zuerst von Gau Ts entwickelten Rela- 
tion lassen sich neue Kettenbrüche für die wichtigsten in der algebraischen 
Analysis vorkommenden Funktionen ableiten. 

§. 82. 

Kettenbruche für einige der wichtigsten Funktionen. 

I. Nehmen wir in Formel (45) 0 = 0, so wird F(«, ß, y) = 1 
und es bleibt der Zahler allein stehen, so dafs sich ergiebt: 

m h « x » «(«+0 x « 1 «(«+*)(«+») x * 1 

(1) 4 + y+i + (y+D(y+2) x + (r+i)(r+»)(r+*) + " 



1 . <y -f- 1 — et) 



< (y+*)fr + 2) 

(«+D (y + *) 
i (r + g) (y + 3) 

2 . (y -f 2 — a) 

1 (y + g) (y + *> 
i — 

Spezielle Fälle hiervon sind: erstlich y = 0, « = — p, wodurch inan- 
links die Binomialreihe , und somit die Gleichung 



Digitized by Google 



334 Cap. XX« Di« Verwandlung von Reihen üi Kettenbrücke. 

i 



(2) (1 — x)f = 



i — 



1 ■ 2 

■> ■ X 

3- ((* + *) 



2 . (ft — 2) 



1 + T^ 



erhält, welche aber nur unter den Bedingungen gilt, unter denen die Bi- 
nomialreibe convergirt$ zweitens a = /Js= i und dabei x negativ genom- 
men, woraus sich ergiebt: 

— ? 



1 . 1 

1 + L S * 



2 . 2 



5 . 5 
x 



1 + ... 

oder nach beiderseitiger Multiplikation mit x, 

(S) /<!+,) = _£____ 1£*>-1 

1 -J ' 



2 . 2 

x 



.3.4 



2 . 2 



l I • • • 

Aus dem Kettenbruche in (2) läfst sich noch ein anderer für e* ablei- 



x 

ten. Setzt man nämlich m für it und für x. so wird 

m 
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1 



1 



:, K-+3 

_2_ f _ 2xr\ 

1 *»J 



1 + 

und wenn man zur Gräoze für unendKch wachsende m übergebt t 

1 



1 

— x 



1 



1 



1 2 ' 3 



2 



2 



< 4.5 
1 — • ■ 



3 



1 + 



5 



I -J 

Schafft man hier der Reibe nach durch Hebung so viel Brüche als möglich 
weg, so geht die vorstehende Gleichung in die einfachere über: 

(4) e*^- 1 



x 

i 



1 + 1 



2 

x 



3 + 



2 — 



5 + i 



2-* 



^ ... 

wonach steh auch der Werth von e näherungsweis berechnen liefec. 
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Nimmt man in der Gleichung (1) a = y = - und setzt x* für so wird 



12 2 
X 2 



3» 



X* 



\ - • • • • 

und wenn man beiderseits mit x multipüzirt und im Kettenbrüche die 

Brüche aus den Zahlern und Nennern der einzelnen Glieder wegschafft, 

so ist unter der Bedingung 1 > x :> — 1 : 

1 , \ +x x 

(5) 2 1— * ~ 1*** 

l 



2* ar« 
3 



5 — ~ 



7 — 



9 — ■ • • . • 

Setzt man hier zV^l für x 9 so ergiebt sich für 1 ^ z ^ — 1 : 

■ 

(6) ^ g - 

* 4- — 



5 + 4** 



7 + 9TTT 
woraus man z. B. für s = 1 findet 

n 1 

(7) 4 = 1 

1 + 



5+^ 



9 + ... 

ein durch sein Bildungsgesetz sehr merkwürdiger Kettenbruch. 

II. Kehren wir wieder zu der Gleichung (15) in §. 81. zurück und 

setzen dort ^ für x, so hsbeu wir 

» « » i l ** I «(>> + *) ßV+*) ** i 

««. P+l. r+ 1 )- 1 + l-.7^fl)+1.2.(y+l)(y+2)«^» rr 
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Nehmen wir hier |3= er, lassen dann a ins Unendliche wachsen und nen- 
nen U und V die Gränzwerthe der Reihensummen für unendlich wach- 
er, so ist 

^ ==i + r^+i.2.y(y+l)+1.2.S. y (y+i)(y+2)+ * 

JT 2 X^ X^ 

(9) r= i + + i 2 (rhl )(y+2) + , 2 3 (H _ 1)(y+2)(y+3) +• • • 

und wenn wir auch im Kettenbruche ^ für x setzen , darauf /J = « ins 

Unendliche wachsen lassen, 

V 1 



U x 



2 



t + rJr±Jl 



. ■ (/ +') (r + 2) 



, . (y + a) (r + 3) 
l + 



woraus nach Wegschaffuog der Brüche folgt 

r 1 
(,0 > T!= — ^ 



r + 



x 2 



4 1* 

Eine sehr wichtige Substitution ist hier y = - und - für x. xMan er- 

halt durch dieselbe 

x^ x^ x^ 

U — 1 + T™2 + 1.2.3.2» + 1.2.3.3.5.2* + " - ' 

■ r 

A i ■ r _ 4 i f! i 

~~ 1 . 2 ■ 1.2.3.4 ■* 1.2.S.4.5.Ö * * 



d. i. 



u = e, + e ' 



2 

ferner 

_ . . ** , ** , ^ i 

1.2.3 1.2.3.4.5 1.2.3.4.5.6.7 * " 



oder 



f/ = 



2* 

Sdüörailch Aualjsis I. iweite Aufl. 22 
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Setzt man auch in dem Keltenbruche y = z Ul,< * z ^ r schafft 

2 2 



die Brüche weg und substituirt für U und V die gefundenen Werthe, 
so wird 

c* — e~* _ i 

3 + — — i 



7 + ... 
oder 

<r* — c~* x 



1 • 7i 

3 + ' 



Hieraus folgt noch, wenn man x V — \ für x eintreten läfst, 
(12) tan x = - 1 



3 



7 — ... 

Die letzten zwei Gleichungen sind besonders merkwürdig und bieten 
aufserdem noch durch ihre Form den Vortheil dar, dafs man mittelst des 
in §. 77. bewiesenen Theoremes über4ie irrationalen Werthe von e* und 
ternx etwas Näheres aus ihnen erfahren kann. Bevor wir aber diese spe- 
zielleren Consequenzen ziehen, schalten wir erst eine allgemeinere Be- 
merkung ein , deren Zweck in der Erklärung des Unterschiedes besteht, 
welcher zwischen den hier gegebenen und den früher in §• 80. entwickel- 
ten Kettenbruclien Statt findet. Es läfst sich diefs am anschaulichsten ma- 
che«, wenn man die beiden für Arctan z gefundenen Kettenbrüche No. (11) 
in und No. (6) dieses Paragraphen vergleicht. Die Näherungsbrü- 

che jenes üetlenbruches sind: 

z z z z* 



1 i + * 

~ 3 — 



• + - 



5 — = " 

z z* . z 6 
~~ A ~~~ 3~ + V 



3 — z* + 



5 — 35* 
u. s. w. 
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und sie repräsentireu also immer so viel Glieder der Reihe, ab sie selbst 
Glieder enthalten. Der Ketlenbrüch (6) dagegen giebi 

_ * — - . i!. _L ^ 

1 ' , , * Ä ~~ 1 3 + 3* ' ' * 
,_, ~3 

* _ 1 \b * £» . ^» 3s T 

9 . ~~ I 3 + 5 15" + • • • 



s+- r 

u. s. w. 

Die einzelnen Näheruugsbrüche sind hier die Stellvertreter von unendli- 
chen Reihen , die in so viel Gliedern mit der gegebenen Reihe überein- 
stimmen, als der Näherungsbruch Glieder enthält. Dieselbe Bemerkung 
wiederholt sich für alle Kellenbrücbe der §§, 81. und 82., und darin liegt 
der wesentliche Unterschied zwischen den früheren, und den jetzigen Ver- 
< waudlungen der Reihen in Ketlenbrüche. 



Die Irrationalität der natürlichen Logarithmen and der Ludolph'sch#n Zahl. 

I. Setzt man in der Gleichung (IJ) x = einer rationalen Gröfse 
gleichviel ob gebrochen oder nicht, und bemerkt, dafs 



e* + e-* ~ ^+1 

ist, so wird 



, _ 2 __ = 

1 im — 



3 -|- 



5 + tT 



woraus sich nach Wegschaffung der Brüche in den einzelnen Gliedern des 
Kettenbruches leicht die Relation 

(i) J~ = i - — m 



3» + =! 

5 * + 7« + ... 

22* 
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ergiebt. Da in dem Ketten brut' he die Zähler der einzelnen Glieder im- 
mer = m 2 sind, die Nenner dagegen fortwährend wachsen, so mufs frü- 
her oder später in demselben eine Stelle kommen, von welcher aus, ab- 
wärts gerechnet, alle Glieder des noch folgenden Kettenbruches ächte 
Brüche sind. Der Gräuzwerth eines solchen Kettenbrucbes ist nach §. 77. 
irrational, folglich ist es dann auch der Granzwerlh des in (1) stehenden 
Kettenbrucbes, weil jedenfalls ein Theil desselben irrational sein mufs. 
Hieraus folgt unmittelbar die Irrationalität der linken Seite in der Glei- 
chung (1) und diefs fuhrt zu dem Satze, dafs für jedes rationale m und n 

m 

die Potenz e n irrational ist. 

Nehmen wir einfacher n = 1 , so entspringt der merkwürdige Satz, 
dafs alle ganzen Potenzen der Grundzahl der natürlichen Logarithmen ir- 
rationale Gröfsen sind. In der Gleichung e* = y ist daher y irrational, 
wenn z rational ist; soll aber y rational werden, so mufs z — logy ir- 
rational sein. Das natürliche Logaritbmensystem hat also die 
merkwürdige Eigenschaft, dafs die Logarithmen aller ra- 
tionalen Zahlen irrational sind, und hierdurch unterscheidet sich 
dasselbe wesentlich von allen anderen Systemen , die entweder rationale 
ganze Zahlen, oder algebraische Wurzeln aus solchen zu Grundzahlen 
haben , weil in jedem dieser möglichen Systeme rationale Zahlen vorkom- 
men müssen, zn denen auch rationale Logarithmen gehören. 

II. Setzt man in der Gleichung (12) des vorigen Paragraphen 
jfi 

x = — , so ergiebt sich leicht 



,5/t- 



bn — 



In — ... 

Hier können ganz ähnlicUe Bemerkungen gemacht werden. Es mufs 
nämlich irgend eine Stelle kommen , von welcher abwärts alle Glieder des 
noch folgenden Kettenbrucbes ächte Brüche sind ; auch tritt hier der Fall 
nicht ein, dafs von irgendwo an der Keltenbruch die Form 

m* 

m* -f- 1 — 



m» + i — . . . 

haben könnte, weil die Nenner Sn 9 5», 7n u. s. f. ins Unendliche 
wachsen. Bezeichnen also m und n rationale Zahlen , so ist nach §. 77. 
der Gränzwerth des Kettenbruches rechts irrational und mithin ist es auch 
die linke Seite; d.h. die Tangente eines Bogens, welcher zum 
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Halbmesser in einem rationalen Verhältnisse steht, ist in- 
comraensurabel mit dem Halbmesser. 

Hieraus folgt sehr leicht, dafs die |uudolph'sche Zahl » eine Ir ratio- 

1 * 

nalzahl ist. Nach §. 82. Formel (12) ist nämlich für x = - 

• = Ä. 

- ♦ • 1 " 

16 

1 * 



s — 



16 



7 — ... 

Wäre nun - gleich einem rationalen Bruche des Halbmessers, also - 

■ 

= ~, so würde daraus folgen 

« i 



1 = 



m m 



n 



- Q. ■ ■■ 

er 



3« — 



w 2 



5» — 



7/i • • • 



5 — 



7 — • . . 

Aber der (vränzwerth dieses Kettenbruches ist irrational und 
der rationalen Einheit nicht gleich sein. Daraus folgt, dafs die Voraus- 
setzung ? = — falsch war und demnach ^, mithiu auch n selbst, zum 
° 4 n -4 

Halbmesser incommensurabel ist. 

Man kann auch noch zeigen, dafs it* irrational ist. Aus Formel (19) 

§. 82. folgt nämlich vermöge der Relation cot x = 



tan x 

x cotx = 1 



X 2 

3 — — 



X* 

5 — 



oder 

1 — x cot x ss 



7 — ... 



3 — 



x* 

r^ 1 



7 — ... 
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und hieraus für x = ? 



09* 



7 — ... 



Wäre duo rational =|, w würde daraus folgen 



7? — ... 

Der Granz werth dieses Kettenbruches ist aber irrational und kann nicht 



n 




2 



1 sein. Mithin ist auch (-) nicht rational, d. h. irrational. 



Sehlufs Betrachtung. 

Uberblicken wir noch einmal die Gesammtbeit der entwickelten Re- 
sultate, indem wir wiederum den anfangs aufgestellten Unterschied zwi- 



so siua es Dijupisatniicn zwei öcmerKungen, aie sicn, ais 
merksamkeit werth, hervorheben lassen. 

I. Es war das Geschäft der Buchstabenrechnung, nachzuweisen, 
dafs das Zahlengebiet als ein in seiner Längenrichtung (ron — oo bis 
-f- oo) continuirlich fortgehendes betrachtet werden kann und dafs sich 
mit diesen Zahlen die sieben algebraischen Operationen ausführen lassen. 
Nur bei den imaginären Zahlen stöfst die Buchstabenrechnung auf eine 
nicht so unmittelbar zu beseitigende Schwierigkeit. Diesen Mangel er- 
gänzt die algebraische Analysis, indem sie die eigentliche Bedeutung der 
imaginären oder besser complexen Zahlen hervorhebt (§. 50.) und die 
Regeln für die Rechnung mit denselben feststellt. Es zeigt sich, dafs das 
Zahlengebiet nicht aus einer, sondern aus zwei Dimensionen besteht, und 
es ist dieses Resultat um so bemerkenswertber, als damit eine eigentüm- 
liche Verbindung zwischen den verschiedenen Formen der mathematischen 
Erkenntnifs hergestellt werden kann. Betrachten wir nämlich die 
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der Aufsenwelt von ihrer mathematischen Seite, so sind sie einer dreifa- 
chen Auffassungsweise fähig; wir denken uns dieselben entweder nach 
einander an verschiedenen Stellen der Zeit, oder schematisch geord- 
net , indem wir ihre Stellen durch Zahlen bezeichnen , oder endlich ne- 
beneinander an verschiedenen Stellen des Raumes; das Eigentüm- 
liche dabei ist, dafs die Zeit eine, das Zahlengebiet zwei und der Raum 
drei Dimensionen umfafst. 

II. Für die abhängigen Variabelen, also Für die Fuuktionen gellen 
zwei Bemerkungen , von denen sich eine auf den Inhalt der gestellten 
Aufgabe, die andere auf die Form bezieht, in der wir sie gelöst haben. 

Die Aufgabe lautete: ,,eine Theorie der einfachen Funktionen 
x*, u*, logx; sinx, cos x , tanx, cotx, sec x, cosecx; 
Aresin x, Arccos x, Arctan x, Arccot x, 
zu liefern;' 4 es war kein ursprünglich bekannter organischer Zusammen- 
hang zwischen jenen Funktionen, der uns veranlasste, aus der unendli- 
chen Menge möglicher Funktionen gerade die obigen herauszugreifen und 
einer spezielleren Betrachtung zu unterwerfen , es war nur die äufserliche 
Tbatsache, dafs sie es sind, welche in der Elementarmathematik (Arith- 
metik wie Geometrie) einzig und allein vorkommen. Dagegen hat uns 
die nunmehr beendete Untersuchung gezeigt, wie nahe jene Funktionen 
einander verwandt sind, sie hat die Willkührlichkeit, welche in der Wahl 
des Thema's zu liegen schien, durch den Nachweis gerechtfertigt, dafs 
die genannten Funktionen eine nolh wendig zusammengehörige Gruppe bil- 
den, sie bat endlich die Mittel geliefert, um den Übergang von der einen 
Funktion zur anderen bewerkstelligen zu können. Gehen wir nämlich 
von der Potenz aus , so können wir von derselben ebensowohl die Expo- 
nenzialgröfse als den Logarithmus ableiten , und es bedarf hierzu nur der 
Formeln 

| Ii z ö _ i 

Lim }(i -f- dz)°\ = e* , Lim — ^ — = Iz 

Mittelst der complexen Zahlen gelangt man von der Exponenzialgröfce zu 
den trigonometrischen Funktionen und andererseits von dem Logarithmus 
zn den cyklometrischen Funktionen , so dafs sich also der Zusammenhang 
zwischen den Fuuktionen der algebraischen Analysis in folgendem Schema 
darstellen läfst: 

Potenz 

/ \ 
Exponenzialgröfse Logarithmus 

l l 

Goniometriscke Cy klometrische 
Funktionen Funktionen 
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Die einander gegenüberstehenden Funktionen sind die Umkehrungen von 
einander; bei der Potenz fällt die Umkehrung mit ihr selbst 



weil der Ausdruck x a ebensowohl x m als Vx in sich enthält. 

Was nun die Form anbelangt, unter der irgend eine der obigen 
Funktionen dargestellt werden kann , so ist dieselbe nach unseren Unter- 
suchungen eine dreifache: die Reihe, das Produkt und der Kettenbruch. 
Diese Formen entsprechen den vier Spezies; die Reihe repräsenlirt die 
Addition und Subtraktion, indem sie durch successive Additionen und, bei 
negativen Gliedern, durch successive Subtraktionen gebildet wird, das 
Produkt stellt die conlinuirlicbe Multiplikation und der Kettenbruch die 
fortgesetzte Division dar. Diese Formen, unter welchen die Funktionen 
hier erschienen, sind jedoch nicht die einzig möglichen, und es läfst sich 
im voraus absehen, dafs man sogleich zu neuen Formen gelangen mufs, 
wenn es glückt, den bisherigen Rechnungsoperatiooen neue zuzugesellen. 
Diese Andeutung möge genügen, sie weiter ausführen hiefse die Gränzen 
der niederen Analysis überschreiten. 



Verbesserungen. 

S. 22 Z. 18 v. u. lieft : statt ; 

- 33 - 14 v. o. lies No. 5 «tatt No. 4 

- 49 - 7 v. o. ist hinter dem Worte „erleidet" einzuschalten: „in den 



- 11* fehlt in No. (7) der Faktor 2»»~». 
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